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PREFACE- 



Mon seul but en publiant ce recueil d'exercices, 
est d'être réellement utile aux jeunes gens qui 
abordent le calcul infinitésimal. 

Pour atteindre ce but, le moyen le meilleur m'a 
paru de rappeler en tête de chaque partie traitée 
les résultats principaux de la théorie, puis de dé- 
velopper quelques exemples d'application, de telle 
sorte que la marche dans des questions semblables 
fût clairement tracée; enfin, de présenter à la suite 
un nombre suffisant d'exercices du même genre , 
en ne fournissant que les réponses , afin de laisser 
à l'élève, dans le raisonnement et dans le calcul, 
cette initiative qui seule conduit à de véritables 
progrès. 

Autant que possible, j'ai disposé la matière de 
manière à graduer la difficulté, et quand celle-ci, 
trop grande , m'aurait semblé devoir rebuter l'étu- 
diant , j'ai indiqué, quelquefois détaillé, le procédé 
de résolution. 

Quoique bon nombre d'exercices m'appartien- 
nent et que j'en aie laborieusement vérifié les solu- 
tions, je ne les réclame point comme miens; ils ne 
constituent qu'un travail d'imitation destiné à 
combler des lacunes dans l'arrangement adopté ou 
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à mettre certains points de la théorie en lumière. 
Les autres questions ont été puisées principale- 
ment dans les recueils anglais et allemands, abon- 
dants sur le même sujet. 

J'ai rarement indiqué les sources; c'est que le 
plus souvent pour trouver les véritables, il faut 
remonter aux auteurs qui, les premiers, ont écrit 
sur le calcul infinitésimal ou à ceux qui y ont in- 
troduit des théorèmes nouveaux et féconds; les 
ouvrages de ces grands mathématiciens sont cités 
dans les cours. 

Dans mon désir de présenter un travail métho- 
dique et complet, j'ai consacré cinq chapitres à 
la différentiation proprement dite, le dernier de 
ceux-ci à un essai sur la dérivation des équations , 
sujet qui ne reçoit pas toujours l'extension que son 
importance exige. Plus loin, j'ai offert des applica- 
tions du développement des fonctions non-seule- 
ment par les théorèmes de Taylor et de de Maclau- 
rin, mais encore par celui de Lagrange. Enfin, j'ai 
traité dans le dernier chapitre de la décomposition 
des fractions rationnelles en fractions plus sim- 
ples, question qu'il est nécessaire d'étudier avant 
d'aborder le calcul intégral et à la résolution de 
laquelle je n'ai employé que les procédés fournis 
par le calcul différentiel; les autres, le plus souvent 
moins rapides, étant du ressort de l'algèbre. 

Si, comme je l'ai pensé, ce livre répond à un 
véritable besoin, je me hâterai de publier des 
Exercices méthodiques de calcul intégral^ recueil 
conçu dans le même plan et dans le même esprit. 
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CHAPITRE I. 



DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPLIQTES 
d'une SEULE VARIABLE. 



Nous supposons connus les principes généraux delà déri- 
vation et de la différentiation, mais nous croyons utile de 
rappeler sommairement les théorèmes sur les dérivées et 
les différentielles des fonctions dont on fait immédiatement 
usage dans le calcul différentiel. 

Dans renoncé de ces théorèmes, w, v, w, etc., repré- 
sentent des fonctions de x; a une quantité constante. 

1. La dérivée d'une quantité constante est nulle. 

2. La dérivée d'une somme algébrique de fonctions est 

égale à la somme algébrique des dérivées de ces fonctions. 

Soit 

y==:u — V -^ w± etc. 
On a 

dy du dv dw 

dx dx dx dx 

3. La dérivée du produit de plusieurs fonctions est égale 

i 
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à la somme que Ton obtient en multipliant la dérivée de 
chaque fonction par le produit des autres fonctions et addi- 
tionnant les résultats. 
Soit 



érivéc 


; est 




y — ' 


AVWtt 


*••• 








dy 
dx 


17W.. 


du 
ix 


-H WU7. 


dv 
'dx 


-4- 


UV. 


dw 
'di 


-H 



Ce théorème, en vertu du premier, renferme le suivant : 

4. La dérivée du produit d'une fonction par une con- 
stante est égale au produit de la dérivée de cette fonction 
par la constante. 

Soit y = au. 

Le théorème donne 

dy du 

dx dx ' 

5. La dérivée du quotient de deux fonctions, ou d'une 
fraction dont chacun des termes est une fonction, est égale 
au dénominateur multiplié par la dérivée du numérateur, 
moins le numérateur multiplié par la dérivée du dénomi- 
nateur, le tout divisé par le carré du dénominateur. 

Soit 

tt 

Le théorème fournil 

du dv 

dy dx dx 

dx V* 

6. La dérivée d'une fonction de fonctions est le produit 
des dérivées de ces fonctions, prises chacune par rapport à 
la variable qu'elle contient. 

Soit une fonction w de x déterminée par les équations 

U'^V {z), z = f{y),y = f [x). 



On obtient 



ou 
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du (lu dz dy 
dx dz dy dx^ 

^ = F(z).r(.V)./(x), 

suivant les notations admises. 

7. La dérivée d*une fonction composée de plusieurs 
autres fonctions est égale à la somme des dérivées de la 
fonction composée prises successivement par rapport à 
chacune des fonctions composantes. 

Soit y = F(t/,v, ti?....). 

Le théorème donne 

dy dy du dy dv dy dw 
dx du dx dv dx dw dx ^ 



ObsenxUùm. — En remplaçant dans les énoncés le mot 
dérivée par le mot différentielle, les théorèmes précédents 
s'appliquent aux différentielles. 

8. La dérivée d'une fonction inverse d une autre fonction 
dont on sait trouver la dérivée est égale à l'unité divisée 
par cette dernière dérivée. 

Soient 

y = T{x)eix = <f{y) 

deux fonctions inverses. 
Le théorème fournit 

\ 



F(x) = 



/(y) 
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Tableau des différentielles des fonctions simples, 

(Dans ce tableau, comme dans tout ce qui suit, la caractéristique Log indique un 
logarithme pris dans un système quelconque, et log un logarithme népérien.) 

— dx 
d. ocT = mx"*-* dx , d'où d, Vx = — 7- . 

^\/x 

dx 
d, Logx= Loge — . 
x 

dx 
d. log X = — . 

X 

d. ■a' = a*logadx. 

d. e' = e* dx. 

d. sin a: = cos a: dx. 

d. cos a; = — sin x dx, 

dx 
d. lanffx = — I— . 
cos*x 

dx 

d. cotgaç== — — . 



sm X dx 

d. sec X = — . 

cos* X 

cos X dx 

d. cosec X = Ti — • 

sin^x 

d. sin vers, x = sin x dx. 

dx 
d. arc sin x = 



d. arc cos x = - 
d. arc tang x = 



1/1 -x^ 
dx 



V \—xy 

dx 



\ 



dx 
d. arc colg x = — ^ . 



X 



rf. arc sec X = 
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d. arcco8ecx = 



dx 



d. arc sin vers x = 



dx 



V^x—x^' 

En divisant par dx les deux membres de chacune des 
égalités contenues dans le tableau qui précède, on obtient 
les dérivées des fonctions simples. 

Mais ce qu*il importe au plus haut point de remarquer, 
c'est que y dans le tableau ^x représente non une simple 
variable, mais toute fonction explicite de x. 

Il faut donc que les élèves, en traduisant en langage 
ordinaire les expressions que le formulaire renferme, exer- 
cice préparatoire que Ton ne saurait trop recommander, 
prêtent à x la signiflcation de fonction. 

Ainsi régalité d. log x =» — se traduira : 

X 

La différentielle du logarithme népérien d'une fonction 

est égale à la différentielle de la fonction , divisée par la 

fonction. 

Ou, puisque 

d. log X i 

dx X 

La dérivée du logarithme népérien d'une fonction est 
égale à l'unité divisée par la fonction. 

Nous ne saurions trop insister sur ce point, et les exem- 
ples suivants prouveront l'importance du conseil. 

Exemple l. 

Soit à différcntier, par rapport à x, la fonction explicite 
y = sin K a' — X*. 
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C'est avoir à chercher la différentielle du sinus de la 
fonction 

Or, d après le tahlcau, la différentielle du sinus d'une 
fonction est égale au cosinus de la fonction multiplié par 
la différentielle de la fonction. 

Donc 

f/t/ = cosi/5^=^* rf.i/a« — X*. . . . (I). 

D'autre part, la différentielle de la racine carrée d'une 
fonction est égale à la différentielle de la quantité sub-radi- 
cale, divisée par deux fois le radical. 

Par conséquent 

d. Va" — x^^ ^ - .... (2). 

2V/a« — x* 

et en substituant dans (1) cette valeur de 



d.|/o«— x% 



\ 



dy = z==i cos J^«* "- ^ ^* («' — ^')' (3). 

2V/a« — x« 

En troisième lieu, la différentielle d'une somme algé- 
brique de fonctions est égale à la somme algébrique des 
différentielles de ces fonctions , d'où il suit que 

d.(a« — x«)==d.a» — rf.x» . . . . (4). 

D'après le théorème I, la différentielle de a' est nulle; et 
d'après le tableau, la différentielle de x^ est ^xdx; donc 

d. (a* — ac') = — ^xdx (5). 

Substituant dans (3) cette valeur de d. (a* — x*), on 
trouve enfin 

xdx / 

rfy = ces Ko* — a?' . . . (6). 

pour la différentielle cherchée. 
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La dérivée est 



dx I/o»— x« 



cosKÔ* — X» . . . (7), 



Telle est la solution développée de la question. Mais les 
énoncés des théorèmes, ceux des règles de la différentia- 
don, les substitutions successives et les différentiations 
elles-mêmes devront être faits, autant que possible, men- 
talement; de sorte que, avec Thabitude, on arrive à écrire 
pour ainsi dire immédiatement une différentielle cherchée. 
Ainsi, dans l'exemple précédent, on arrive aisément à l'ex- 
pression (6) sans écrire les intermédiaires (1), (2), (3), (4) 
et (5). 

A la vérité, pour résoudre la question, on aurait pu 
poser 

et se proposer de trouver la différentielle de la fonction de 
fonction 



t/ = sinz, z = V^o' — X*, 

mais sans employer cette manière indirecte, que Ton écar- , 
tera autant que faire se peut , on arrive plus promptement 
au résultat par le procédé rqental indiqué. 

exemple II. 

Soit à chercher la différentielle de 

a -^ X a — X 

y — : arc tant • 

a — X a -4- rr 

D après le théorème 3 > 

a -f- X - a — X ' a — x , a-f-x 

dy= d, arc tangr harclang a. (I), 

a — X «H-x a-4-« a — x 



à 
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Or, d'une part, d'après le tableau des différentielles, 



d, 

c/. arc tang = 

a ^^- X 



\a -f- xl 



\a -{- xl 



ou, en effectuant la différentialion indiquée au numérateur 
du second membre (Théorème 5), 

— (a -4- x) rfx — (a — x) dx 





, ^ (t—x (a-f-x)» 




a -f- X . / a — xV ' 
1 _|. 1 




\a -♦- x/ 




iju, en simplifiant, 




a — X <a/x 




"• arc lang — « • • • W' 
a -\- X a' -f- X* 




D'autre part, 




a + x (a-x)dx + {a^j>) dx .^^ . ;, g, 




U/» . . j 9 \ * "^^* ^<U^ ^f j 

a — X (a — X)' 




ou 


ft 


, a -f- X 2 orfx 



Substituant dans (1) les valeurs de 

a — X , , a •+• X 

a. arc tang cl de a. 

a -f- X a — X 

fournies par (2) et (3), on a, toutes réductions effectuées, 

a / 2 a — X a -+- X \ _ 

dy=s 1— ^ arc tang ri ax. 

a — x\a — X fi -I- X a' -H xV 

D'où 

dy a/ 2' a — x a-Hx\ 

/= arc tang: --^ ^ I . 

dx a — X \a — x a -4- x a* -4- x V 
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Du reste, la dérivée s'obtiendrait en premier lieu en 
appliquant, dans le procédé, et les théorèmes sur les déri- 
vées et le tableau des dérivées des fonctions simples. 

Mais ce qu'il est important d'observer, c'est que l'habi- 
tude de se servir des théorèmes et des règles permet d'écrire 
immédiatement la différentielle de la fonction proposée 
comme suit : 

— (a •+• x) dx — (a — x)dx 

a -♦- X (a -*- xf 



a — X . 

1 4- 



- arc tang 



' \a -f- x/ 
a — X (a — x) rfx -4- (tt -4- x) rfx 



a -f- X (a — x)' 

expression qu'il n'y a plus qu'à simplifier pour obtenir le 
même résultat que précédemment. 

Exenple III. 

Soit encore à chercher la différentielle de 

^_(x~if(x-3r 



(x — 2)» 
Prenant les logarithmes des deux membres , il vient 

5 13 

^ogy = -H{X''\)-\'— log (x — 3) -- 8 log (x — 2) , 

et la différentiation donne 

dy 5 dx 13 rfx rfx 

— H-— - — 8 



y 2x— i 2 X — 3 X — 2' 

ou 

^=r ' -.^^ L_id., 

y L2(x — 1) 2(x— 5) x-aj ' 



OU encore 

dy 



y (x-i)(x-i)(x-5) 



dx. 
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Doù 
^-(x~i) (x — â) (x — 5)^ (x — 2)» 



(x-2r 

II est souvent avantageux d opérer, comme dans cet 
exemple y quand la fonction est un produit de facteurs éle- 
vés à des puissances. 

X x^ x' X* X""*"* 

"^ i 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3. ..(n^-1) 

dx 
2. t/= 3S(a — 6x) — 60 a (a — 6x) . 

$^ = 84 6«x{a-.6xf. 
ax 



3. 


_»/ = \ ax -t- 01 -t- ex 1 . 




3 i 4, 1 5 i 
- ax -H - ox -V- - ex 
({«/ 2 3 4 

dx~^( 1 .1 !U 
2 Vox -4- ox -t- ex ) 


4. 


y = log sec X. 

- = tangx. 


S. 


y=s {arc sin vers x)'. 




dy 2 arc sin vers x 




dx V2X-X' 


6. 


y == log sin* X. 




dy 

-— = ?i colg X. 

ax 
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7. y= langx-f--tang*x. 
dy 1 



dx cos* X 
S. y= log (o -H 6x")» (a' -f- 6'x"*)« . 

rfy 2n6x"-* âwô'x"*"* 





rfac o + 6a;" o' + 6'x" 


9. 


.y=(3x + 2) (x-1)\ 




dy io , . ' 




^ = -x(x-.,,/x. 


10. 


Xl/^D 

y = arc tang • 

X -♦- 2 




dy i/5 




dx 2(x*-4-x-t-i) 


n. 


a'(xloga — 1) 


^ Iog»a 




-^=xa'. 
dx 


12. 


y = log. log (i -^x«). 




dy 2x 



dx (i -♦-x*)log(i -♦- x'J 
15. y = 2e^' (x* — 3x -^ 6x* — ô). 

ax 

I a;» 

i4. v = arc cos !• 

^ 1 -I- X» 

rfy_ 2 

rfx 1 -H X' 

i5. y = x"***"'. 



-îisrsx'""*'/ — logx -h arc sin x ) -• 

rfx \i/^^ ^i ) X 
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c*" (a cos bx -*- b sin bx) 



16. y = 



a' -f- 6» 

rfy 

-~ = e"' cos 6x. 

dx 



17. y==log 



1/1 4- x* 

dy i 



dx x{\ -^ x^} 

18. y = x(a^^x^)V^a^^x\ 

dy a* — a*x' — 4x* 









dx 


Va* + X» 




19. 


y=^ 


6- 


-icx 
















|/a-t- 


bx- 


C3? 










dy 


6' + 4ac 






dx 


2{a+ 6a; — ci 




20. 


.y= 


! arc sec 


^ ^ y~ 


a;|/g 





rfy 1 



^^ xy'x'-^X'^i 

22. 2^ = log(x — a) ^- ^. 

{x — ay 

dy X* -4- a* 
sin a; 



23. y = 



1 •+• tangx 

rfy cos^a; — sin'x 
dx (sinx -H cosx)* 
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24. y = 5(x-+- i/{i76a:»--165x»H-i50a: — 125). 

rfx 

a: 

25. !/ == arc tang . arc sin - • 

dy \ 



26. y = 



|/a' — x*M -♦-(apcsin-l l* 

sin (a — 6-Hc)x sin(a-i- 6 — c)x 

a — 6-4-c a-4-6 — c 

sin (a — 6 — c)x sin (a -4- 6-4-c)x 

a — 6 — c a-4-6 -4- c 

f^y . . f . 

^ =5 4 cos ox sin 6x sin ex. 
ax 



/ 2 5 \ . 

27. V = l — 7 — I T— I sin X. 

\cos*x cos'x/ 





d^_ 


8 




3 






dx~ 


COS^X 


cosa: 




(X- 


•<)'. 










(ar- 


2f 












dy 




X- 


-4 






rfx 


6(x- 


-.)' 


(x- 


.)' 



29. y=a^\ 

--- r= wa*" x" ~ ' lo«f a. 
</x 

2 arc sin X 1 — x 
^0. y = -4- iog- 

rft/ 2x arc sin x 
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X ~^ i 

51. «/ = apclang.lang • 

J?-4- 1 

dy 2 



dx {x -^ i)* 

3 cosx 
>sx sin*a: 
dy 2 



sin'xcosx sin*a: ®2 



rfx sin'xcos'a; 
33. y = e'\/~ -. 



dy e'(x*-^2) 



34. y=»arctang^ 

6 -♦- a cos « 



55. y = log 



dx a H- 6 cos X 
y'a -¥■ bx — Va — bx 



Va -4- 6x -f- Va — bx 
dy a 



dx a:l^a«-~6V 



36. y = {\oix-\)VV:^^Uoi^^^^±^^ 

2 VlF^^^a 
dy X log X 

8 , 59 27U 

37. y = Iog(ôx — 8) — - 



(3a; — 8)' 
rfy _ ac' + Sa; -t- 4 
dx "" {3x — 8)* 
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38. t/ = log [(x— 5)«-i-4] [(x — 4)»-^ 9)]' 
9 or— 3 X— 4 



- — apclang — - — -♦- 7ar<ctang^ 

dy 2(3x»— ICx» + 24x + 70) 



dx X* — 44x' -♦- 86x« — 254x + 325 



59 


y = 




Vab- 


•ed -+- K6c-»-a6ac* 




Vab- 
dy 


-cd-|/6cH-afrx' 




|/o6«— 6crf 



rfx 
40. y = 



(6 -^ rfx*) 1^ c H- ax* 
sin'* X cos'' X sin' x cos' x 3 sin' x cos x 



8 16 64 

Ssinxcosx 3x 



128 128 

dy 



, = sin* X cos* X. 
rfx 



CHAPITRE II. 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 



La difTérenlielIe totale d'une fonction de plusieurs varia- 
bles est égale à la somme des différenlielles partielles de 
cette fonction. 

Soit « = F (x, y, z, ) 

une fonction explicite n des variables x, y, z 

On a 

, du . du ^ du , 
du = — rfx -^ —-dy -^ —-dz H- etc. 
rfx dy dz 



46 



Soit 



EXERCICES MÉTHODIQUES 
Exemple. 



X -^ y -^ z 

La dérivée partielle de u par rapport à x, c'est-à-dire en 
considérant y et z comme des constantes et x comme seule 
variable, est 

du (x -\' y -^ z) (2ary -h «*) — (x'y -f- y^z -i- i3*a;) 

dx (a? -♦- y -♦- ^)' 

ou, après simplification, 

dti _ (y -♦- g) (z* -4- 2xy) -♦-y (x* — yg) 
rfx (x -f- y H- z)* 

De même, la dérivée partielle de u par rapport à y con- 
sidérée comme seule variable est, après réduction, 

du {z -+- x) (x* -♦- 2y«) -♦- g (y* — xz) 
dy"^ {x-4-y-f-g)* 

et la dérivée de u par rapport à z, 

du (x -¥- y) (y* h- 2xz) -f- x (z* — xy) 
rfjz {x -f- y -4- zf 

Du reste, ces deux dernières dérivées auraient pu se tirer 
de la première par symétrie, la fonction proposée étant elle* 
même symétrique par rapport à x, y et z. 

La différentielle totale est donc 

j^ ^ (y ■»- g) (^' -*- 2xy) -f- y (x*— yz) ^^ 



(X -f- y ■+- zf 
(z -+- x) (x* -♦- 2yjz) -4-z(y' — xz) 

(x ^ y ^- z)* 
(x-f- y) (y* -♦- 2xz) -*- x (z* — xy ) 

(x ^ y ^- z)* 



dy 
dz. 
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En remplaçant dx, dy et dz respectivement par x, y et z, 
le second membre de cette égalité devient 2« , d'après ce 
théorème d'EuIer : Si u est une fonction homogène et du 
n*"* degré des variables x,y, z, etc., on a 

du du du 
dx dy " dz 

rfw = c'+«s'[y(i H- x)dx-Hx(4 -♦-2y)dy]. 
2. ti = -• 

, 4 (xrfx -f- ydî/) 

pour dx = x, et dy = y, le second membre devient — 4u. 

(x-+-a)" 



3. w = 



(y -^ «>r 

du = (a^ -^ «)"~* [n (y -^ 6) dx — m (x -f- g) dy ] 






(y -*- 6)-^« 



rf^,_ ^xy{ydx — xdy) 

pour dx ^=: x^ dy = y, Je second membre devient 0. 

Vx-^-V^ 

5. 11==' ^• 

X -t- y 

^^ {:y—x—'lV7ii)yydx-^{x — y-.^\/Ty)Vxdy 

2 V^xy (x -+- y)2 

pour dx = x^dy = y, Je second membre devient 
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6. u = logy*. 

X 

du = \o%y,dx H — dy. 

X 

7, u= logsin — 

y 

i X 

rftt =— {ydx — xdy) cotg — • 



8. ti = log\/ j^.. 

T ax — by 

du= ^^My— y<^^) 

9. ti = arc tang i« 

x-*-y 

^^^yrfx-xdy 
x*-*-y 

10. « = ^. 

ar — z^ 

a^ — z* ar — z* {a^ — z^f 

m sin V — nsinz 

\\. t« = — : — 

p sm z — m sin x 

mcosx(wsiny— nsing)da?-f-mcos?/(psins— msina?)dy>4-mcoss(nsina?~ psiny)d5 

(psins — wsiiiar)* 

42. w = arcsec-^* 

z 



yzdx -¥■ zx dy — xy dz 



xy Vx^y'^ — z^ 



43. XI = \/x^ ^ y^^ z^ -f- arc tang — n 

xrfx -f- ydy •+■ zdz zdx — xdz ' 
au = ■ — \- _4- 

y/x* + y*-hz* «' + a;' 



zdz. 



44. w = log 
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du = 



x(y — x) — z(y— 2) 



45. u=- 



xyzt 



X -^ y -\- z -*- t 

{y'^z-ht)y2tdX'¥'{Z'¥' t'¥'X)ztxdy '\'{t'^x-^y)tœydZ'¥-{X'^y-^z)xyz(n 
au ^ ; -T — : 

pour dx = Xj dy^sz yjdz = z, dt = f , le second membre 
devient 5ti. 



CHAPITRE m. 

DÉRIVÉES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES 
D*UNE SEULE VARIABLE. 



Le résultat de la dérivation, par les procédés ordinaires , 
de la dérivée du premier ordre d'une fonction de x est la 
dérivée du deuxième ordre de la fonction. 

La dérivée du troisième ordre de la fonction est de même 
le résultat de la dérivation, par les moyens connus, de la 
dérivée du deuxième ordre, et ainsi de suite. 

Quand la fonction proposée est décomposable en deux 
facteurs, dont chacun est une fonction plus simple de x, on 
peut pour obtenir la dérivée de Tordre n*"* de la fonc- 
tion primitive, faire usage de ce théorème de Leibnitz : 
u eiv étant des fonctions de x , 

d"uv d"u n dvd^-^u n(n—\)d^v d^'^u 

— : — = V -; 1 :- -r r -* r-z -. z ^ etc. 

rfx" dx'» i dxrfx"-* 1.2 dx^dx"-- 
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Enfin, quand la fonction est de la forme 

(a -H 6a: -♦- cx^f^ 

on pourrait, pour obtenir la dérivée du n*"* ordre, dé- 
composer le trinôme a -h 6ac -t- cac' en deux facteurs du 
premier degré et appliquer la formule de Leibnitz , mais il 
est plus simple de faire usage de deux théorèmes présentés 
par Lagrange {Mémoires de Berlin ^ 1772) et qui peuvent 
s'énoncer comme suit : 

1® Soit jf = (a -♦- 6x -f- ex*)"*. 

En représentant par u le trinôme a -f- 6x -h ex' et par w' 
sa dérivée b -+- 2cx, on a 

etc. (a). 



n(n--i)(n — 2)(n — 3) âu^ 
i.î2{m — n -i-i) (m—n -♦- 2) t/'* 



2** w et w' représentant le trinôme a -^ bx ■+- ex' et sa 
dérivée, si Ton pose iac — 6* = e', on obtient 

-- — c=2m 2m— i).... 2m— n-+-1) -r w'""H 1 h---— ^- ^,— 

m(m-i) n(n-i)(n-2)(n-5) e* 1 

i.2 2m(2m — i)(2m — 2)(2m-3) w'* 'J ^^^' 

Des procédés particuliers permettent quelquefois de ra- 
mener la recherche de la dérivée n*""' d'une fonction à Tune 
des méthodes précédentes appliquées dans les exemples 
suivants. 

Exemple I. 

Soit à chercher les dérivées successives de la fonction 

o -f- X 

^~~a — X 
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La dérivée du premier ordre est 

dy 2a 

dx (a — x)' 

Dérivant, d'après la règle ordinaire, 

2a 



(a-xY 

expression de la dérivée du premier ordre, on obtient pour 
la dérivée du deuxième ordre de y 

d^y _^ 2,2. a 

dx* (a — x)* 

Dérivant 2. 2. a 

expression de la dérivée du deuxième ordre, on trouve 
pour dérivée du troisième ordre de y 

d^y 2.2. 5. g 

rfx' "" (tt — x)* 
et ainsi de suite. 

La dérivée du n**"* ordre de y est donc 

d"y __ 2.2.5.4 n.a 

dô^^ (o — x)"-*-* 

Exemple 11. 

Soit à chercher les dérivées successives de la fonction 

(a -*- bx)"" 

^""(a'^ô'x)" * 
# 
Cette fonction est décomposable dans les deux facteurs 

\ 

(a -f- 6x)"* et ou la' -v- b'x)-^ î 

on peut donc trouver sa dérivée n^'"*" par la formule de 
Leibnitz. 
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En posant î/ = (a -+- bxy, 

V = (o' ■+- b'xY^^ 

on trouve par dérivations successives 

du 

(Pu 

— = m(m — l)6*(a-*- bx)"'-\ 



d'u 

— = w (m — i) (m - 2) 6' (a -♦- 6a:)'" "% 



—=m(m — 1)....(m-- n^ I) 6" (an- 6x)'"-% 

£t aussi 

dv 
-=^pV{a'^Vxr^-', 

d"v 



;>;^= - P (P -^ ^) (p -»- 2) 6'' K + 6'x)-''-», 



= (— irp(p -^ i) (p + w — 1) 6'» (a' ^- ft'x)-"-' 



Substituant les valeurs de w, de r et de leurs dérivées 
dans la formule de Leibnitz, on obtient 

n ph' 

- 7 ^a'^b'xf^' [m(m-l) ■■..(>»->»■«- 2)6-' (a + 6a:)'--^'] 

«{n— l)»(»-4-1)fe'*^ 
■^ "T2~ |ï^:6^h('»-')--('«-«+3)6-'(a+6^)--^']-clc. 



9 
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OU en posant 

, , (a -*- bx) 
A = m(m-i)....(m-»-l)6"(^r^ 

dry h pV A (g -^ 6x) 

rfa;»"^ ia'-*-6'x 6(»n— nn-l) 

n(n-->l)p(p-4-i)y* A(a-4-6x)* ^^^ 

"*" 4.2 (o' -*- 6' x)» '6*(m — n-*-i)(m— 71-4-2) 
ou 

r/»y r n ph' a -^ bx 

rfx" L i 6(tw — n-»-l)a'-f- 6'x 

n(n^i) p(p-*-i)6-» f.îLîl^.retcl 

"^ i.2 6*(m — n-f-1){m-n-*-2)\a'-»- 6x/ J 

Pour obtenir les dérivées du premier ordre, du deuxième, 
du troisième , etc., il suffira de faire dans cette formule 
n= 1,2, 5, etc. 

Exemple lll. 

Soit à chercher la dérivée n*"* de 

1 

2^ = Z^' 

(ax -*- x')* 

Cette fonction peut s'écrire 

y r=: (ax H- X') " . 

Elle est donc de la forme 

(tt -f- 6x -♦- ex*)*" 

et Ion peut en trouver la dérivée n*"' au moyen de la for- 
mule (P), par exemple. Ici ' 

t/= ax -4- x', w' = a -f- 2x et e* = — a*. 

Substituant dans ((3) ces valeurs et celle de 

3 
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on a 

<^".V ^ (— i)*'D.4....(n-i-!2)(a-»-2j:)" r 5 n(n— i) / a y 



2*4" 5.4.5.6 



(— -rr) -^etc.1. 
\a-*-2x/ J 







Exemple IT. 


Soit 




1 




" a*-6'x» 


Cette fonction 


peut 


s'écrire 



2a \a — 6x a -*- bxl 



Ainsi décomposée , on en obtient facilement les dérivées 
successives 



^^ ^ r i i 1 

dx 2a L(a — 6x)« (a -*- 6x)»J' 



^ ^ 1 
dx 2û 

^y 1.2.6» r i i - 1 

rfx»~" 2a L(a — 6xf'*'(a-*-6x)d' 
rf^_ i.2.5.6^ r i i -1 

rfx'~ 2^^ L(a — 6x)*~'(a-f-6x)*J' 

rfx» ii^ L(a — 6x)"+*""^""^^"^\a -f. 6x)"+*J' 

Si n est pair , on a 

(/"«( i.2.3...nV r 

rfx^== 2a(a»-^6»x»r^ '^(" -^ ^^^"" -*-(«- *^)"**J- . 

Si n est impair , 

(/"y 1.2.3...ri6" r 

Z?^== 2« (a» - 6^xY-* l(« -*- bxy'-'-ia ^ 6x)-+*]. 
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i. y = x*. 
dry 



r= m {m — 1) (m — n -^ i)x*""\ 

Si n = »i, 

-7^= 1.2. 5. ..m. 

La dérivée de 1 ordre m*"** est donc constante et les déri- 
vées d'ordre supérieur nulles. 
2. y^Logx. 

dy ^ Log e 
dx X 

n = 2,3,4,3... 
En faisant n = 1, on trouverait 

ax 
résultat inexact puisque 

rfy __ Loge 

dx X 

mais à part cette première dérivée de Logx, toutes les 
autres sont contenues dans l'expression générale de la dé- 
rivée n*"' . 

S'il s'agit de logarithmes népériens, log e= 1 et la dé- 
rivée n**"' de y = log x est 

rf"f/ f/"-*x-* , , 4. 2. 3.... (Il — i) 
rfx" rfx— * ^ ^ X" 



0. y = a"". 
d^y 



= On log a)" a"*', 
ax* 
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Si m = 1 , ^ = o' et la dérivée n*" devient 

d'u 
^=(logar«-. 

Si , en outre , û = c, y « e'; et la dérivée n*"' est 

4. y = sin mx, 
dy 



=}ncosmx 
dx 



= msin lmxH-~]» 
- = m' cos f mx -♦- ^J = w? sin [ mx h- 2 ^)> 



dx 



d"u 
rfx" 



in j mx-f-M -)• 



Sim=l,y=:sina; et la dérivée n*""* de cette fonction 
est 

-==sin(x-.n^j. 

5. y =. cos mx. 

rf"y / 7r\ 

- — =m"cos mx-*- w-1 • 
dx" \ 2/ 

Si m == 1 ,.iy = cos x et la dérivée n*""* est 

- — = cos X H- w - • 
</x» \ 2/ 

6. y =: é' "" « sin (x cos a). 
= e*''"* sin (x cosa — na ^ — j - 



rf"y 



rfx" 
7. y = e" sin mx. 



rfy 



"Vf' I m \ 

— = c'"(asin mx h- mcosmx) = c*'.a sinmx4- — cosmxl. 
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Posant 



il vient 



— = tang fy d'où a = (a' -♦- m^f cos © , 
a 



dy ^ , .1 

— a= (o» -*- m')* e^sin {mx -k-^), 

uX 



En employant le même procédé dans les dérivées sui- 
vantes , on arrive à 

rf"y ; 

8. y^{\-a^f. 
On peut écrire 

y = (l -^x)'"{1 -xf, 

et, en appliquant le théorème de Leibnitz, 

dy (i— x'f r « m i+x 

T"«=7^ r-m(w~1)...{m — n+^i) 1 

rfx- (l-i-x)" ^ ' ^ 'L im— n4-ii— X 

i.2 (m-n + i)(m-n + 2)\l-.x/ J 

En faisant n=9n, 

9. y =r (a -f- 6x)'" log (a -♦- bx]. 
Le théorème de Leibnitz fournit 

^ = m (m — 1) .. . (m — n -♦- 1) 6"(a -^ 6x)~-"riog(aH- 6x) 

w I n(n — i) i 

i »w — n -4- 1 1.2 (m — w -4- I ) (fw — n -*- 2) 

n(n-i)(n— 2) 1.2 



1 .2.3 (m--«+l)(?H— n4-2)(m— w-4-3) 



-elc.l. 
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Si n=m, 

d'^y r , . ? wi m (m — I) 

_^=,.2.3...,„6«[,og(a.6x)^-— J^,-^ 

10. y = (a — 6x)"* sin (a -*- 6x). 
Le théorème de Leibnitz donne 

^j4=(--i)-*m(m— •l)....(m— «H-ijô-Ca— 6x)"*--*rsin(o4-6x) 

n a— bx . / , ;r \ 
. gjjj ( a -4- 6x H — I 



w(n — i) (a — 6x)* 

-sin 



1.2 (m-n-t-1)(m-n+2) 
Si n=*w et 6= 1, la dérivée m*"'' de 
y = (o — x)'" sin (a -4- x) 



{a-h6x4-— 1 — etc. L 



est 

dry 

dx' 

m{m — \) 



— =( — i)"»1.2.5....w sin(a-*-x)— — (a— x)sin (a+x-t- -1 

^j-^(a-x)*sinJaH-x +— |-etc.J. 

11. t/ = x* e" sin mx. 

Posant e"* sin wix = w, x** = u et sachant {Exercice 7) que 

rf"w *" 

— -= (a* -♦- m*)* e"' sin (mx -t- n^), 

G/X 

on trouve facilement par le théorème de Leibnitz 

[mx 

^-^ — --^m(/H-l)x''-* — ^ !_^li.^etc.[. 

12. ?/ = e'"X, 
X représentant une fonction de x. 



rf^V , « av¥ ( . , V w ,sinrmx-*-(Ai — l)vl 

— ^==(a*-f-m*)*e"'|x-'sin(mx + n«>)-t--mx-'-* — ^ ^^ ^^ 

«x" ( 1 
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Posant w = X et t? = e"*, le théorème de Leibnitz four- 
nit facilement 

dx'' \dx" r/x"-* i.2 da;"-* / 

résultat qu'on peut écrire symboliquement 

ou bien 

rfx" \rfx / 

D'où il suit que 

(i..)"x=.-(l)-,.x, 

Ce résultat est d'une grande importance dans la solution 
des équations différentielles. 

45. y = arcsinx. 



dy 1 



—1 



«^ (i — X»)* 

En employant la formule (P), on trouve 

d"y d''"*(i — xM"« 
dx" ~ rfx"-* 

1.2.5...(n — 1)x**-' r 1 (n-->1)(n — 2) i 

~ (i-~xT-' L ^^ ^-^ ^ 

i^ 3 (yi — l)(n~2)(yi — 5)(n-4) i 
"^2 4 i.2. 5. 4 

n=:2,3,4,5 

Ce résultat, pris négativement, serait l'expression de la 
dérivée n*"* de arc cos x. 



i 1 

~^etc.J. 
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H. y=:arctang — 
a 

dy a 

c« a' -*- x' ' 



La formule ((3) donne 

<^a:" rfx"-' ' (a*+x')"L 1.2.3 x* 

(«-l)(n-2)(n-5) (n - 4) o* 



1.2.5.4.5. 



---etcj. 



Ce résultat, pris négativement, serait l'expression de la 

dérivée n**"* de are cotg - • 
a 

15. y =Iôg f- -♦- X H- k'a -t- 6x -f- a;«) • 

"^ K a -♦- 6x + X* 
En faisant usage de la formule (p), on obtient 

d^y d''-*(a + 6x-*-x*)-i 
dx" ~ dx*-* 

= (-1)'- 1 .2.5...(n-i ^ ^^ -^ ^)'" n - i (JLrlKgng) i^ 

'2"-'(a-t6x + x*)"-îL 2 1.2 (Ô+Sij 

1 5 (rt-l)(H— 2)(n — 5)(n-4) (4a — 6»)* 
"^2 4 1.2.3.4 (6 + 2x)' 

1 
On peut écrire 



}.-ct..]. 



y- 



i—l L_ i V 

'^'^^\x-4-ol/-l X — a»/— 1/ 



2a|/3r 
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C'est la décomposition employée dans l'exemple IV ; en 
dérivant on obtient 

En posant 
y = arc tang— ,d'oùar= Vu? 4- a:'co8fetaa=l^a*-f-x*sin y, 

X 



on trouve 



d^ / ., i .2.3 ... n sin(n4-l)o 

(o*H- «^ « Liouville. 



Puisque la dérivée première de 

SL 

y arctang- 
est dy a 



•9 



dx a^H-ofl 
d'où dry d"-'a(o«4-x»)-* 

daf^ rfx"-* 

on trouvera 

g-(->)-<.t.5 («-0-==^. 

(a* -*- X*)' 

X 



^7. y=— . 

a* -f- x* 
En opérant comme dans rexercice précédent, on irouve 



^^/ MSnM a , ^COS(/l + i)î. 

dx'' 



T^ = (-l)"1-2.3....«- 



(o* -4- X*) • Liouville. 

Les résultats de cet exercice et du précédent sont d'un 
usage fréquent dans la théorie des intégrales définies. 

i 
i8. y = -. 
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En divisant 1 par e' -i- 1, on trouve 

y = e"' — e"** -»- c"'* — e"** -♦- etc.; 

et facilement 
d"y 

Laplace a trouvé pour cette dérivée n*""" une autre forme 
(voir les Mémoires de l'Académie, 1777, page 108). 



CHAPITRE IV. 

DÉRIVÉES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 



Soit tt = F (x, y) . 

une fonction u des variables x et y. Quel que soit Tordre 
suivi dans les dérivations partielles 
(Pu d^u 



dx dy dy dx 
d^u d^u d^u 



dx^dy dydx^ dx dy dx 

d^u d^u d^u 

dy* dx dx dy* dy dx dy ' 
clc. 

La différentielle totale de Tordre n*""* de u est 

d"u , d"u , , , «(n — 1) d'^u , , , . 

dx" dx^'-^dy "^ 1.2 dx'^'^dy* -^ 



ou symboliquement 

[du ^ du , Y 
ri« ti = I -— ax 4- -— fit/ • 
\dx dy ^1 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 33 

Soit encore ti =s F (x, y, z) 

une fonction u des variables x, y y z. 

(Pu d^u d^u d^u ^u d*u 



dxdy dydx'dydz dzdy'dzdx 


dxdz 


d^u d^u dfu 
dx^dy dydx^ dxdydx 




d^u d^ii d'^u 




dy^ dz dz dy* dy dz dy 




d^u d^u rf*!/ 




dz^dx dxdz* dzdx dz 




d^u éPu d^u 

= ■ . , — - . . =eto. 





dx dy dz dx dz dy dy dx dz 
Etc., 

quel que soit Tordre suivi dans les dérivations. 
On a aussi symboliquement 

(du , du ^ du , Y 
d"u= l-r-dX'^-^dy-^—-dz] • 
\dx dy dz I 

Et ainsi de suite , quel que soit le nombre des variables 
que contienne une fonction. 

Soît u = x~ y" . 

du 

On a — = fwjr'" -*»/»» [\\ 

dx 

du 

et si Ton dérive (1) par rapport à ;/, (2) par rapport à x, 
d^u . ■ </*w 



7»/>ac**~' y**"* = 



dx dy dy dx 
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Si Ton dérive (1) par rapport à x et le résultat par rap- 
port à y y ce qui donne 

on trouvera le même résultat qu'en dérivant deux fois de 
suite (2) par rapport à x, car 

dydx ^ ^ 

et 

, ^ Si Ton demandait les différentielles totales successives 
de la fonction proposée 

on aurait , en considérant dx et dy comme constants : 
du =mx'^~^ y'' dx -^^ px"^ y^~^ dy, 

d«w=m(m — i)(m— -2)x'"-*ydx'-+- 3mp(m— l)x"'~'j/''~*rfx'rfy 

H-3mp(p— i)x— *y"*^^^y*-^;^(p— *){p-"2)x-'t/''-»dy', 

etc. 

Différentier ainsi par rapport k xeiy est plus simple que 
de chercher les différentielles partielles de la fonction et 
d'en substituer les valeurs dans la formule donnée plus 
haut. 

Exeaiple II. 



{!)• 



Soil 
On a 


u = Vx^ -^ y^ -^ ^*- 

du X 


( 


''^ l/x«^2/«-f-z' 
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du y 

— = ^ — (2) 

dy ^/^^yt^^, ^ '• 

du z 

dz "^ x/r^^y^^^t 

En dérivant respectivement (1) et (2) par rapport à y et 
x; (2) et (3) par rapport à r et y; (1) et (3) par rapport 
à z et X , on trouve 

â^u - xy 



dxdy 


(of+y' + z*f 


tPu 


xy 


dydx 


(X^ + J^H-Z*)!' 


rf»u 


y 


dydz 


(^-*-y' + !^'' 


d*u 


y2 


dzdy 


(x»+î,' + z«)t' 


dhi 


xz 


dxdz 


(x* + y* + z*f 


«P« 


xz 


dzdx 


(x'^y* + zi 



Dérivant ces dérivées partielles du deuxième ordre, les 
deux premières par rapport à z, les deux suivantes par rap- 
port à X et les deux dernières par rapport à y, on obtient 
d^u _ xyz cPm (Pu 

dxdydz (jp« + y* + z*)» ~~ dydxdz ~ d y dzdx 
^ d^u _ (Pu €pu 

dzdydx dxdzdy dzdxdy 

Quant aux différentielles totales successives de la fonc- 
tion proposée 
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on trouve 

xdx H- ydy -h zdz 



du = 



y x^ -♦- y* -+- z* 
puis en considérant dx, dy eidz comme constants, 
- {xdy — ydxy -^ { zdx — xdz}* -+- (ydz — zdyf 

(x* H- y' -4- «')» 
Etc. 

^w • , w d*t/ 

dxdy ^ \ :f t> / ^^^^ 

2. t* = tangx^ 

d*w xy"'*(cosxy-+-ylogxcosx*4-2j/x*logxsinxS') d*u 
• dxdy cos'x* cfydx 

3. w = e*" arc tang (x -h y). 

d^u ( 

•~ = j (1 -^ xy) arc tang (x -H t/) 

^ ( x-Hy)[(x-i-y)*-l] j ^^^^ _rf^^ ^ 

[\ + {x^yYf ) àydx 

2xy 



tt = 



X»— y» 



dxdy (x»— y»)' "^dydx 
5. w = arc tang m / ^ • 

V ^* ■*- y 

d'tt âx'y d*M 

dx dy "^ (ar* — y*)* ^ ^3/ ^^ 
x-4-y 



6. w = . 



sin(x — y) 



d«w . xCOs(x— y) d«i/ 
- — — 5= — (x -4- y) -r-r-, ^ i ■♦- cos(x— -y) s= • 
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7. u = 1^3 



jr 
arctang— 

y 



(Pu X* — 7' — xy V X* -^ jf 



8. 11 = arc sin \/ . 



d^u 



2x« 



dydx 



dFu 



^^^y 4k^xy[(x— y)(2x — y)]ï ^ydx 



X y 

9. t< = cos — arc cos — • 
y ^ 



dx 



d?u \ y ( , X i x\ 

ss —arc cos - I sin — i- - cos — 

txdy y« x\ y y y) 

1 /2 . X X x\ d^n 

\ z==: l - Sin — h cos- I = - — — - 

^/a:t_y^\y y X*— y* y/ dydx 



i0.t.==logx-|^.-^-^^.log 



d^u 



2y 



2.v« 



dxdy 



x'S/^i 



X 

d^u 
dy dx 



ii. w = x'— 3axy -+- y*. 

(Pu =i2((/x»+rfy»). 
42. ti = k'2xy-+-y«. 

«'•^'^y (2xy H- y')^ 
45. ti =2 X tang y -^ y lang x. 

rf* w 2 (cos' X — 5 sin X ) 



f/x'rfy cos* X 

14. «=Iog[(x-+-y)'(y-^«}] 
(fil 2 

dxdy 



d^n 



(x -4- y)* rfy rfx 



\ 5. u =- 



(Pu 
dydz 

d'tt 
dzdx 

dfu 
dxdy 

d^u 
dydz 

d^u 
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i d^U 

{y-\-zf dzdy 

d^u 






dxdz 



z (x* -+- Jî*) (Pu 



X (x' -*- z') d* t* 
(x* — JzV rf^c^y 
y (x^ -4- 6xV H- g*) , c<* u 



dzdx 


( 


x'-z')' 


dxdz 


16. w = logxî^. 








dxrfy 


zy'-_ 

X 


dydx 




dyrfz 


y"' log 


x(1 + z 


''^y^-dzdy 


dzdx 


X 


dxdz 


• 


17. M = xlogy-«-i/logz-t-zloga;. 




<fM 


1 


(Pu 


d»« 


rfxdy*~ 


■ y* 


dy'dx 


dydxdy 


d'à 
dyrfz' 


1 


d^u 
dz*dif 


dz dy dz 


tPu 


\ 


(Pu 


(Pu 



d'u=: — 



dzdx^ 



Izdx^ 



X* dx^dz dxdzdx 
xdy^ t/cfjz'\ [dzdx* dxdy* dydz*' 



tfz'\ 

n 
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18. t<=e"+*î'+« 

19. ti == log (ax + 6^ 4- cz). 

d«w = (_i)«-M.2.5...(M— i) --^^^ . 

\ ax 4- 6y -f. cz / 

20. u = sin ax sin by sin cz. 

rf* w= sin ax sin 6y sin cz {a^dx^ -h 6o*6*£/x'dy*-+- Gtt*c*rfx'rf«' 

+ 6*c/y-h66Vd^*rfzVc*rfz*) 

— cosaxcos6vsincz(o*rfx*-4- 5c'dz* -f- b^dy*)^abdxdy 

— cos ax sin 6ty cos cz {a^dx* -+- Zb'^dy^ -+■ c* rfz') 4ac cfx rfz 

— sin ax cos 6î/ cos cz (6* rfy' 4- Sa'rfx' -♦' c't/z') 46c dydz. 



x%« 



fil _ 5^2(58z¥— 5z*-5^*) (fi< _ 

dx^dy^dz^dl^, ~ (z* + «')'' ~ dyUxHz^df " ^^^' 



CHAPITRE V. 

DIFFÉRENTIATION DES ÉQUATIO.NS. 

Preailer emm. 

Une seule des variables étant indépendante. 
Soit ' F(x,y) = o (1) 

une. équation renfermant les variables x et y ; x indépen- 
dante. 

Une première differenliation donne 

(/F dF 

^dx^—dy=o (2); 

dx dy 
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équation d'où Ton tire facilement 

l*" la différenlielle totale dy, 

2* la dérivée -^ • 
dx 

Une deuxième diffërenliation effectuée en considérant 

— et — comme des fonctions de x,y et dx comme con- 
dx dy 

stant, fournit 

rf*F (TF (TF dV 

-rr «'^*-*- 2 - — -- diidx -^ -rz dy'^ ^ -—fpy = o (3); 

rfx« dydx -^ dy'' ^ dy -^ ^ ' 

équation d où Ton tire 

1** la différentielle totale cPy, 

S*» la dérivée — ? • 
dx« 

Pour trouver cette dernière dérivée, on divisera d abord 
les deux membres de (3) par dx', puis on remplacera 

— par sa valeur trouvée au moyen de (2). 
dx 

Une troisième différentiation fournirait 

1" la différentielle totale d'y, 

d^w 
2*» la dérivée — ^ > 
dx' 

et ainsi de suite. 

Soient F| (x, y, j2) = o, 

^^{x,y,£) = o, 

deux équations renfermant les variables x, j/, z, dont une 
seule X est indépendante. 
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Par une première différentiation, on trouve 

rfF. ^ dF. d¥, 

dx dy ^ dz 

rfF, dY, dY. 

dx H dy -f- -— dz = Oy 

dx dy dz 

et en éliminant tour à tour dz et dy entre ces équations , 
on obtient 

1" les différentielles totales dy et dz, 

2" les dérivées -?, — 
dx dx 

Une deuxième différentiation effectuée en considérant 

rfF, dF, rfFi dF, dF, rfF, 

■ » — > '■■ » — — » ■^— > — — 
dx dy dz dx dy dz 

comme des fonctions de x^ y, z et dx comme constant, 

donne 

rf'F, d»F, rf*F, d'F, 

-d^^"'-^^l^^"^^"'rf^^"^^-*--rf^^^ 

^ rf«F. ^ d'F, , rfF. rfF. 

-1-2 -r-^dydz -1- —-r rfr-+-— -d'y 4--7-rf'2 = o, 
djydz ^ dz* dy ^ dz 

dx* dxdy *^ dxrfz dy» *^ 

^ rf«F. _, rf'Fî^. dFf- rfF.^ 

-f-2 dydz-^ -rfjj'-»- -T-d'y-f-—— d'zssso, 

dydz ^ dz» , dy ^ dz ' 

et en éliminant tour à tour cPz et cPy entre ces équations, 
on trouve 

1" les différentielles totales d*y et d*z; 

2** les dérivées — ^ et — • 
rfx» rfx» 

Pour obtenir ces derniers coefficients différentiels, on 
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divisera d abord les deux membres de chacune des équa- 
tions précédentes par dx* et l'on remplacera — et — par 

dx dx 

leurs valeurs trouvées à la suite de la première différen- 
tiation. 

En général , si Ion a m équations renfermant m -h 1 va- 
riables dont une seule est indépendante, même marche pour 
obtenir les différentielles totales et les dérivées des diffé- 
rents ordres. * 

Seeonil c««. 

Deux des variables étant indépendantes. 
Soit F(jt:,y,z) = 0, 

une équation renfermant les variables x, y, z, dont deux 
indépendantes x et y. 

Une première différentiation donne 

rfF dF rfF , 

— dx -^ -r-dy-i dz=:o; 

dx dy dz 

équation d'où l'on tire aisément 

1" la différentielle totale dz, 

2° les dérivées partielles — , — • 
dx dy 

Les dérivées partielles sont les coefficients de dx et de dy 

dans la différentielle totale. 

Une deuxième différentiation effectuée en considérant 

dF dF rfF ^ f r A .^^ 

— , — , — comme des fonctions de x, y, z et dx, dy comme 

dx dy dz 

constants ferait connaître par son résultat 

1° la différentielle totale dPz, 

^ , ,, . , , .^ d^z d^z d^z 

2° les dérivées partielles -— , - — , — -• 
dx* dxdy dy^ 

Etc. 
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Soient F, (x, y, z, u) = o, 

deux équations renfermant quatre variables x, y, z, ti, dont 
deux indépendantes x et y. 

Une première différentiation fournit 

dF, (/F, d¥, c/F. 

-— - ojr H du -^ —-— dz H — ;— du = Oy 

dx rfy oz du 

dF, dF. dF. dF, 

— ax -+- --— dw H az 4- -;-du = o^ 

' dx dy dz du 

et, par élimination ^ on obtient facilement 

1** les différentielles totales dz et du, 

c, , w . r , ,. dz dz du du 

2° les dérivées partielles — t — . — » — • 
dx dtf dx dy 

Les dérivées partielles sont les coefficients de dx et de dy 
dans les diiférentieiles totales. 

Une deuxième diiférentiation fournirait deux équations 
d où Ion tirerait les différentielles totales et les dérivées 
partielles du deuxième ordre, eic. 

Des deux cas précédents , on s élève aisément aux cas où 
les équations renferment trois, quatre, etc. variables indé- 
pendantes. 

ExeMiple I. 

Soit lequation x* — 3x'y'-+- y* = o (1). 

Différentiant, on a 

ix'dx — 6xy*dx — 6x'ydy -*- iy'dy =s o, 
ou âx'dx — 5xy»dx — 3x'ydy-+-2y'dy==o . . (2). 

Tw, , , Sxy'— 2x' . X 3y'— 2x' . 
Dou dy=—^ — —^dx= ^^ dx 

dy X oy* — 2x' 

et -^= î^- -• 

dx y 2ty* — 3x 
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DifTérentiant (2), en regardant dx eomme constant, on 
obtient 

6x'dx'— Syrfx' —1 ^xydxdy^^x^dy^— ox^yd^y -f- 6y'rfy'-i- ^y^d!'y=o, 

ou, en divisant par (/x*, 

ou plus simplement 

6x«- 3y'- 1 2x7 ^ + (6y» - Sx») (f^)* + (2y»— 3x«tf) $| = o. 

ox \dxf ' dx 

Substituant à -^ sa valeur trouvée plus haut et rédui- 
dx 

sant , on tire de I équation résultante 

d^y 6 (iy^— 7xy -f- 7x*y — 7xY-*-2x^) 
dx^~ y5(2y— 3x')^ 

Exeaiple II* 

Soient les équations 

cos X -4- ces y -*- ces z == a , 
x' -♦- !/' -4- je' = 6. 
La différentiation donne 

sin xdx -H sin ydy -¥■ sin zdz = o, 
x*rfx-4- y*dy 4- z^dzssso. 

L élimination de dz entre ces équations fournit 

{z*sin X — x'sinz)rfx-*- (z^siny — y^sinz)dys=o 
et celle de dy 

(x* sin y — y* sin x) dx h- (jî* sin y — y* sin z) dz = o. 
Doù 

x'sinz — jz'sinx , y*sinx — x*siny , 

dy=--i-'' ï-' — ^^^ dz=-^, ^-T-^rfx, 

5'siny — y'sinjs z'siny — y'sni s 
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dy or'sinz - z'sinx (h y'sinx — x'siny 

dx jj^siuj^ — y*8inz dx z*siny — y^sinz 

Différentiant les équations (1) en considérant dx comme 
constant y on a 

cosorrfjc*-*- cosyd^'n- siny i^'y -f-coszrfz'-4- sinzrf'z=o, 
2xdx* -♦- 2»/«/y* -+- y'cPy -f- âzc/s*-*- «'rf*z = o. 

El en divisant par dx', 

cosx-f-cosyl-r-J -♦- sm v-rr -+-coszl---) -+-smz-— :=o, 
^\dxl ^dx* \dxl dx* 

Remplaçant— et — par leurs valeurs, chassant les déno- 
dx dx 

minateurs, puis posant: 

z' sin y — y* sin z = A, 
x*sinz — jz'sinx = B, 
y* sin X — x'sin y = C , 
on trouve 

d*f/ d*z 

A'cosx-4- B'cosî/H-C'eosz-f- A'sint/— 4 h- A'sinz — i=o, 
•^ ^dx* dx* ' 

2A«x^ 2B»y + 2C«« -f- A«y« ^-4- A«z*^ =«o. 
•^ ^ dx* dx* 

L'élimination 1" de — ,2" de — ~ entre ces équations 
dx* dx* 

donne 

A*(z*co8x — 2xsinjz) -i- B*(2*cosy — 2ysinj;) 

H- C*(z*cosz — 2z sin z) + A* -— - =0, 

dx 

A* (2x sin y — y* ces x) -♦- B* (2y sin y — y* cos y) 

d*r 
+ C*(2zsiny — iy*cosj2) -♦- A*— =0. 
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D'où Ton tire 
(Py A*(2a?8injg~jg*cosa:)-4-B'(2y8ing— jS*cosy)-hC*(2issinz— jg'cosz) 

tPz A*(y*cosx— 2x8iny)-j-B*(i/'cosy~2ysiny)-4-C*(y'cosjg— 2jgsiny) 
d?"" A* 

et, en multipliant par doc*, les différentielles totales, cPy 

et (Pz. 







Bxei 


Mple III. 




Soit 




Z« = 


xe» 4- e. 




La différentiation donne 






D'où 


^zdz 


= eUx 


-♦- xe^dy H- 


eàz 




dz^ 


^z — e 


j ^^ 


r 

/Iti 




dx -»- _ 

2z-- 


e-''^ 


et, par suite 


dz _ 


& 


dz 
et — =-r 


x& 



0) 



dx 2z — e' dy 2z — e' 

Différentiant Téquation (1), en considérant dx et dy 
comme constants, on a 

2d£'-t-2zd'z=2eydxdy-*-e8'dy'H-e'dz*-i-e*d*z, 
ou (2z — e')d«z= eydy'-t-2eydxdy4-(e' — 2)dz*. 

Remplaçant dz par sa valeur, 

/ e' xe* \« 

(2z — c')d«z = eydy'-h 26^^ dx dy + (e* — 2) I- :«^^-+-^ ;c^y 

D'où Ton tire aisément 

d«jj = e»^ rr dx*-*-2eî' — ^^ ^ ^-dxdu 



et par conséquent 



xV(e* — 2)-+-(2z — e*)» , , 

. e'' ^ ^ duK 

(2z — c*)» ^' 
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0). 



dxrfy~ (2x — e*)» 

Jjz ac*e»(e'— 2) -f- (2z — e')' 

rfy»"'"^ (2x — e*)» 

Soient les équations 

ax -^ by -^ cz -^ ku = /, 
a^x* -^ 6'y* -*- c^z* -♦- fc'u*= m. 
Différentianty on a 

orfx -4- bdy -♦- cdz h- Arfw =o, 
a'xdx -4- 6'ydy -f- (?zdz -f- X^'uclu = o. 
Entre ces équations éliminant du y on obtient 
(aku — a'x) dx -^ {bku — 6' y) dy h- (cAw — c'x) dz = o. 

D'où 

a'x — aku , 6'y — bku , 
CKU — rz cku — rz 

dz a {ax — ku) dz b(by — ku) 
dx c {ku — cz) dy c (ku — cz) 
Entre les équations (1) éliminant dzy il vient 
(a'x — acz) dx h- {b*y — bez) dy -f- (/:*u — ckz) du = o. 
Tx, , , acz—c?x , 6fx — t*v . 

rfw o(cjz — ax) du b{cz — by) 
dx k (ku — cz) dy k (ku — cz) 

Diflërenliant les équations (1), en considérant dx et dy 
comme constants y on a 

cd^z 4- kd^u = o, 
a^dx'^ -*- 6'(/t/' H- C'dz^ -*- A'rftt* -h c*z a'z ^ k*ud^u=o. 
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Éliminant entre ces équations, l"" cPu, 2** (FzyOn obtient 

c [ku — cz) cPz = o'rfx' H- b^dy^ -f- c'dz* -♦- A'rfw', 
il (cz — ku)cPu=^ a^dx" ^ 6«dt/« h- âdz^ •\- kHu\ 

Substituant à dz et à du leurs valeurs trouvées , on lire 
aisément des deux équations résultantes 

d^z a' 1 4- {àx — kuf -fr- (cz — axf rf* u 

dx* c (fcei — cz)* rfar* 

d?z ab (ax—ku) {by — ku) -¥- {cz--ax) {cz—by) cPw 

dxdy c (ku-^czf dxdy 

d^z b^ i-^iby-- kuf -4- (cz— 6y)' çPm 

'df c (ku--czf dy^' 

i . Ax* H- Bxy H- Cy' -♦- Dx H- Ey H- F =s 0. 

(Équation générale des lignes du second ordre.) 

dy ^ 2Aa:-*- By-t-D 
rfx "~ Bx -4-2Cy -♦- E * 

2. y ^- 2 (x« 4- c«) y» -*- (x* — c«)' — o* = o. 

dy X c* — X* — y' 
rfx y c* -I- X* — y' 

3. (x*-*-y' — 6x)' — o' (x* -♦- y') = o. (Limaçon de Pascal.) 

dy 1 o*x — (x^ -f- y' — 6x) (2x — 6) 
dx y 2 (x* -4- y* — 6x) — a' 

4. (x* -♦- y* — a')' (x* -f- y*) = 4a' (x' -^ y* — ax)«. 

En représentant x* -f- y* — o' par A 
et x' -t- y* — axparB, 

dy i 2Ax (x* -4- y*) -♦- A*x — la'B (2x— c) 
dx^'y 8o*B — 2A(x«-t-y*)-A* 
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5. X* log y — î/* logx = 0. 

dx XX* — 2y' log X 

6. y' — x^ — y . arc sin x = o. 



dy Sx* Kl — x*-^ y 

(3y' — arc sin x) |/i — x' 
7. y sin X — x arc lang y ^=^o, 

dy (i -*- y') (arc tang y — y cos x) 
dx (i H- y) sin X — X 



dx l/TH^î 



9. X = a . arc sin ^^ ^ |/2ay — ty». (Cycliml<\) 



dx 



/2a — y d*y a ePy 2a hlu — n 

~\ y ' d^^^^'d^^^ V "'^^ 



10. tang (x* -f- y*) = x^ - y^ 

dy X cos' (x* -4- y') — i 
dx y cos' (x* -4- y') H- 1 

a — y y-j 

j i . X = a cos — 7"^ — K 6' — (a — y)'. (Tpochoïdp.) 



rfy V/6»^(a-y)' 



dx y 

42. yx* = arcsinx. 



«'^ Ixarcsinxi^l— x'J \i+!/cuiixJ 
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OC ~~~ (t w ~~~ et 

1 5. arc tang arc tang = 6. 

X -*- a 2/ ■*- « 

rfx x' -4- a* 

U. î/ =xs'+'. 

dy xy+' (xy+'-' -»- log X -»- i) 

dx i — x^+'log X 

15. z^ -¥■ 3jjx* = axy, 

ay — 6xz ax 
dz = --— r- dx -4- --7- dy, 

1 G. (x*-*- y* -4- z*)' = a» (x' -*- y* — z'). 

i a«_2a;» — 2y» — 2z' , ^ 

cfz = — -f- -— (xrfx -*- yrfy). 

z a« -♦- 2x» + 2y' -f- 2z' ^ '^ ^^ 

fx — mzf (t/ — nzi' 
1 7. ^ ^ -+- ^^ ^ = 1 . (Cylindre elliptique.) 

6* (x — mz) a^[y — nz) 

mh* (x — mz) h- na^(y — nz) mb^ (x — mz) ■+■ na^ (y — nz) 



X /âTT \ 

18. — = taHg I -7-^ ]• (Héliçoïde gauche.) 



y 

En posant — = a, 

h 



, cos'az / , ^ , \ 

dz = ax dy). 

ay \ y ^1 



49. (Ax' + Ay ^ A'V— i) (Ao* + A'6*-^ AV^l) 
= (Aax-4- A'6y -f- A"cz — i )*. 

En faisant Aa* ^ A'6* ^ AV — = K 

et Aax -H A'6y h- A"cz — i = P , 

A (Kx-Pa) _ A'(Ky-P6) 
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^^•5"^^"*"S = *- (Ellipsoïde.) 



c^x c*y 



dx^ ^*? ' 

dfz c^xy 

dxdy a^bV 

d^z _^a*(6V-*-c*y«) 
dy' fcV * 

21. — — — =x. (Paraboloïdc hyperbolique.) 

pz z ' 

22. tKtr-i-by" -♦- cz' =A, 
a'x-'-f- by-^ c'2''= A'. 

ç/y __ ^ nHÊp'c'x"^' zf'^-^m'a'pc x*'-* z"-» 
«/x """ n6p'c'y"-*z''-»— ii'6'pc !/•'-*«'-* ' 

dx pcw'6'2/"'-*z''-*— p'c'i*6y-~*z'''-* 

23. sin(x +y)-i-z=r=a, 
sin (x — y) H- z = 6. 



(/x 
rfz 
dx 



— ==tangxtangi/, 



= tang X tang y. sin x sin i/ — cjos x cos y. 



24. X -4-y -t-z -4-tt=a 



x*-f.y*-+-z*-4-w*=6, 

x'-4-y'-f-z'-4-u'=c. 

% _ (m — x) (z — x) 
dx {u-^y){z — y) 



n2 
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et, par symétrie, 
dz 


{u — x)[y — x) 


dx 
du 

dx~ 
En faisant 


(u — z){y — z) 
{z —x){y^x) 
(z — «) (y — «) 



-(ir^(S)'*(S)"-. 

-*MI)"-'(I)"--(S)*="' 

on trouve encore 

(Py X{u'^z)—B 

~dx^~{u-'y){z-'y) 
et, par symétrie, 

â^z A (m H- y) — B 

dx^^ {u— z){y—z) 

d^u A (z H- y) — • B 

d?^(Z'-u){y'-u) 
25. xy -^zu^^Qy 

6(z — ti) 6(z — ti) 

bi^z — u) biz-'U) 

d^z 2 (6y ■»- ti) (6y -f- z) __ d*M 

d^î=~ 6«(z-w)' ~~rf?' 

(Pz b^z — u)^ — {bx -4- y) (by >»- z) — (6y -f- u) {hx -^ ^) ^ cPti 
dxdy"^ b^(z — uf dxdy 

d^z 2 (6x -♦- u) (bx -♦- z) d^u 
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26. X 4- t/ -*- Z H- W = a, 

log xyzu = 6. 

az = ax ay , 

XM — z y u — z 

u z — X, u z — y, 

du = dx -dy. 

X z — w y z — u 

d^Z ZU r n d^U 

W-+-Z — 1 y — x-4-1 

27. arc cotg = arc cotg^ h L 

u — z -*- 1 y -^ X — ^ 

y u^-^(z-i)\ x-d tt«-4-(z— 1)* , u , 

z— 1 y*^(x— i)* z— i yV{x— I)* -^ z— 1 

28. X H- y -*- z = log (m H- t?) , 
X -♦- y -*- w = log (r -*- z) 5 

X ^ y -4- V = Jog (z -♦- tt). 

dz (z-4-w)(z-t-i;-4-i)(u -f-v-f-l)-*- (z — tf ) (z -♦- u -i- i ) ^/^ 

dx ' (z-+-w-f-i)(M-4-i;-4-i) — (z-*-T;-f-1)[(z-+-u)(î«-t-u)~l]"^/y 

el, par symétrie, 

du (w -4- t;)(u -*- z-4- i)(T; -4- z -4-4) -♦- fw — v) (u -♦- v -♦- 1) f/w 

rfx (m -4- t? -4-4) (V -♦- z -f-i ) — (tt 4- Z + i) [(u 4- t?) (l? -f- z) — i] tif/ 

dv {v 4-z) (v -*-M 4- i) (z 4- î^ 4- 1) 4-(i; — z) (r 4- Z -*-1 ) fh 

dx (l? 4- z 4- i ) (z 4- tt 4- i ) — ( V 4- M 4- 1 ) [(u 4- z) (z 4- u) — 1 ] fhf 
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CHAPITRE VI. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 

Section I. — Théorème de Taylor. 

Soil /y = F(x) une fonction y de la variable x. 
En représentant par h un accroissement fini donné à x , 
Tcxprcssion du théorème de Taylor est 

Le n*™*' terme de la série est 
A—* 
i.2.3...(n-l) ^ ^' 
er, si Ton s'arrête à ce terme, l'erreur commise en négligeant 
tous ceux qui le suivent est comprise entre la plus grande 
et la plus petite valeur de l'expression 

A'» 

F"(x-t-6A), 

dans laquelle G est un nombre compris entre o et 1. 

Exemple. 

Soit 1/ =log (tt -*- x). 

On a F (x)=log(o-*-x), F(x-4- A)==log(a-*-x-*- A). 

Et en dérivant successivement : 



r(x) = -^- 



a -*^ X 



F"(x) = -— L--, 
(a + X)- 

1.2 



1-» = . 



F-(x)=^ 



rtc. 



(a -+■ x)' 
'{a-^xy' 
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Substituant les valeurs de ces quantités dans la formule 
de Taylor, on obtient 

i h* \ 



log (a -f- x -4- A) = log (a -4- x) -+- A 



a-^x 1.2 (a -+- x) 



h^ 1.2 A* i.2.5 
_i — » ,1 pf(* 

1.2.3(a-t-a;)» 1 .2.3.4 (a-+-a-)' 

A i { h Y 

ou log(«-.XH-/0=log(«H-a:)-H— ---(-— j 

D \a -+- a:/ 4 \« -4- x/ 

On aurait pu tirer les dérivées successives de la fonction , 
à partir de celle du deuxième ordre, de Texpression de la 
dérivée n*""" 

i.2.5...(n 1) ^ 
^ ' (a ^ xY 

en faisant successivement n = 2, 3, 4, etc. 

D'ailleurs, Terreur commise en s arrêtant au n*"* terme 
de la série qui représente log (a -h x -h A) est comprise 
entre la plus grande et la plus petite valeur de 



(_,).-. if _jL_r 

n \a -4- X -+- ehJ 



La plus petite valeur absolue se trouve en faisant G == 1 ; 
la plus grande en faisant 6 = 0. 
L'erreur est donc comprise entre 

,_,,-.l(^VH,_,)^.i( M-. 

n \rt H- X -4- A/ n \a -4- x/ 

Ces limites sont négatives si n est pair, positives si n esl 
impair, et, par suite, Terreur négative ou positive dans lei^ 
mêmes cas. 
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La dérivée de Tordre n**"* (voir chapitre III , exercice 3) 



est 



-^ = (m log a}" a*" 



Et, par suite, 

. j^.. r. *wA, m*A', ^, m'A',, ^, "i 

a^'+h) ^ ^«.r j ^ -r-log a -♦- -i— r (log af -i- t-t^I log o)' ^etc. . 

L i i «-^ i.Z.D J 

L'erreur commise en s'arrétant au n*"' terme est com- 
prise entre 

h" A" 

- (m log aYoT* et — -— (m log a)" a"'^''*"*^ • 



i .2.3...n' "^ i.2.3...n 

2. î/ = (a -f- i6x)'". 
De ce que (voir chapitre III, exemple II) 

F"(x) = w (m — i) . .. . (m — H -^ i) 6'* (a -*- 6x)"— ", 

r .. .xi / . » r. ^ &A m(m — i)( hh \' 

a^6x-^A]'» = (a-*.6xHH-~ — ^ \ ^ M i r- 



w(m — i)(m — 2)/ 6A U i 



4.2.5 \a-t-6x/ 

Les limites de Terreur commise en s'arrètant au n*"*" 
terme sont 

m(m— i).... (m — n -+- 1) , , - ,^ , nm-M 
i . 2 . . . n '■ ^ 'J 

et — ^^ / , ^ ^ b" h" (a + bxY - " . 

a -4- X 
0. y = 

(( — X 
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On a trouvé, chapitre III, exemple I, 



F"{x) = 



2.2.5.4.... n. a 



A l'aide de cette expression, on obtient facilement 

=: i-2al h h- --Hcle. 1. 

a — x-t-A a — a: L(a— ^)' (o--ap)' (a— a:)* J 

L'erreur commise en s'arrètant au n*"* terme a pour 

limites 

A" ^ A" 



2a- r-TT et 2a- 



(a-.x)-+» (a — X — A)*+* 

4. y = 6"sin»tx. 

En se servant du résultat de l'exercice 7, chapitre III, 

F"(x) = (a* H- m')* c" sin (mx -f- n^), 
on trouve 

^*fA)sinm(x-»-A) = e"l sinmx -4- A (a* h- m')* sin(mx -♦- f) 

A* î 

-4- (a* -4- m*)* sin (wix ^- 2f ) 

A' i 1 

H (a* -4- m') sin (mx -4- Sy) -4- elc: . 

Si a = 1 et m == 1, la fonction est y = e* sin x et le ré- 
sultat précédent donne 

r 1 A* 

6*+^sin(x-4-A) = e'j sinx-+-2*Asin(x-4-^)-4-— •2sin(xH-2f) 

A* I 1 

H 2* sin (x H- 3?) -4- etc. 1. 

5, y = c"* ces mx. 

En opérant comme dans l'exercice 7, chapitre III, on 
trouverait 

--^ = (a* -4- m*) e" cos {mx -4- n^). 
rfx" 
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Et facilement 
c-t'+'*)cos m (x H- A) = e" r cos mx -*- A (a« + m*f cos {mx -*- =>) 

A* 
-*- -r^(«* H- »«•) cos (mx -¥- 2f) 

■+- JY^ (a* -^ w') cos (m X -4- 3f ) -4- etc. . 
Si m = sin ? et a = cos l , 
ei'-*-h)co> t ^j^jg [-(^ + A) sin t ] = C"»»' fcos (x sin «) -*- A cos (x sin t + 1) 

A» A» 

-^ 7-T cos (x sin « -♦- 20 -*- 7-^ cos (xsin i -f- 3t) 

-♦- etc. , 

6. y = arc tang x. 
dy \ 



dx 1 H- X* 

En faisant a = l dans le résultat de Texercice 16, cha- 
pitre III,, on trouve 

d" arc tang x rf"-* (i — xV * si n n f 

expression dans laquelle 9 = arc tang - . 



Or de cette dernière égalité, on tire 

^ 1 

»=^sm"f, d'où- -==sinV. 

(1 -*- X^ i -\- X* ^ 



Donc, 

rf" arc tang X 



= {— i)"-* 1 . 2. 5 ... (n — I) sin rtf siu"ç) 
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et, par suite, 

h h* 
arc tang (x -f- h) = arc tang x h — sin y sin f sin 2f siii'y 

A' A* 

-H — sin 3î> sio'y sin 4^ sin*f -♦- etc. 

5 4 

De ce développement on peut déduire 

— = - H- sin p -*- - sin 2? -^ - sin D? ^- elc; 
2 2 ^2^5^ 

et, par dérivation , 

4 

= — h ces f -4- eos 2^? -4- ces 3f -4- etc. 
Jt 

(Voir Euler, Inst. ealc. diff.) 
7. 1/ = arc colg x. 

On pourrait trouver le développement de arc colg (x-f-A) 
de la même manière que celui de arc tang (xh- A), mais 
celui-ci peut fournir le premier. 

En effet, 

arc tang (x -+- A) = arc colg (x -♦- A), 

arc tang x = are cotg x = y. 

En outre , 

i 
^ = arc tang — = arc cotg x = y. 

X 

Par substitution de ces valeurs dans le résultat de l'exer- 
cice précédent, on trouve 

. i L. h , , h' 

arc cotg (x -t- A) = y— j smy smy -+- — sin 2y sin'y 

— —sin ùjj sïiry -4- de. 
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S.tJ = 



|/i — X» 



l/i — (x^-A)* V/4— x' 



r h X A* i^2x« A' 3x(3-^2x*) 

A* 3(5-*-24x«^8x*) A*^ i5x(i5H-40x«+8i 



i.2.3.4 (4_^y -4.2.3.4.5 (4_^,^ 

A« 30 (5 -f- 90x« H- 4 20x*-4- 4 6x«) 



4.2.3.4.5.6 



(4— x«) 



-♦-etc. 



9. Supposons que Ton ait 
y = arc log tang x , 

c'est-à-dire soit y un arc dont le logarithme de la tangente 
est X. 

On a x=log tang 2/, et de cette égalité on tire aisément 
les dérivées successives de y par rapport à x. 

La formule de Taylor donne ensuite , 

A sin 2v A' sin 2 w cos 2î/ A' sin 2*/ cos 4y 

arc log tang x -*- A) = w -* -* ^ -^ ' 

^ ^^ ^^42 4.2 2 4.2.3 2 

A* sin 2y 



4.2.3.4 2 

A^ sin 2y 
4.2.3.4.5 2 



(cos 6y — sin 5ty sin 4y) 
(cos 8t/ — 28in 2y sin 6t/) + elc* 



40. y=- 



a-— X" 



En faisant 6 = 4 dans le résultat de l'exemple IV, cha- 
pitre III , on a 

F" i-A—) = ^•^•^•'•'* r(q^^)n+i_(_i)n+i (a— xV'+n . 
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Et, par suite, 

'aa-^ -r^ [(«+x)'-(a-x)'] 

; -♦ etc. 

Section IÎ. — Théorème de Maclaurin. 

Soit encore y = F (x) une fonction explicite y de rr. 

En représentant par F(o) et par F'(o), F" (o), F"'(o) , etc- 
ce que deviennent la fonction et ses dérivées successives 
quand on y fait x =s o, on obtient pour expression du théo- 
rème de Maclaurin 

F{x)=F(o) -,- f F' (0) + ^ F" (0) -4- j^ F'" (o) -k elc. 

Si Ton s'arrête au n*""* terme de la série, la somme R des 
termes qui suivent est 

\ .z.5....ft 

R = ^ -^ F" (ex), 

6 étant une fraction comprise entre et 1. 

Pour que le développement représente la fonction pro- 
posée, il faut qu'il soit convergent et que R ait pour limite 0, 
quand n croît indéfiniment. Ce sera chose très-utile de s'as- 
surer s'il en est ainsi dans les exercices suivants , commfi 
dans ceux de la section I, dont les résultats doivent satis- 
faire aux mêmes conditions. 
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Du reste, la série de Maelaurin peut aussi servir au déve- 
loppement des fonctions implicites. 

Gxeni|ile ■• 

Soit 

i 

y 



»/l-ar 
On a 

V[X) = ■ d'où F(0)=: \. 

Et, en différentiant , 

F'(^) = ' V d'où F{o) = i; 

2 (i — x)« 2 

n^)- ,,/'^ . - d'où F» =1-^; 

^'>) = -;7^' d'oùF^ni:^; 
etc. 

Substituant les valeurs de F(o), F'{o), F'(o), F'"(o), etc. 
dans la formule de Taylor, on obtient 

\ a; 3x' 5x' 7x* 

= J -4- -- -H — — H H- -— r -I- etc. 



Si la dérivée de l'ordre n*"* de la fonction proposée était 
connue, en y faisant aî = o, on obtiendrait une expression 
d'où l'on pourrait tirer F'(o), F"(o), etc. 

Ainsi, dans l'exemple actuel, 

i.3.5....{2ii--l) 



\yi —xl 



8n-H 
2 



2"{l— X) 

cl, pour x = o, 

^ , , i.3.5...(2n-i) 
F" = -^ ^ 
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En faisant donc n= 1, 2, 3, etc. dans celle dernière 
expression, on obliendrail les valeurs de F'(o), F''(o), elc. 

Bzeniile ■■• 

Soit réquation y^ — y .*- x = o , 
le but étant de développer y en fonction de x par la for- 
mule de Maclaurin. 

En dérivant successivement, on obtient 

dx \dxV \dxl rfx' ^ rfoc' dx^ ^ dx r/x* 

-(ê)"-«»isg--(i)"S;-^««'(B)' 

VrfxV f/x' rfx \rfxV rfx dx' dx* 

\dx/dx» ^ dx^dx* ^ dx'dx^ 

.^ dy d*v ,^ , .,d'w 

etc. 
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Maintenant si, dans l'équation proposée, on fait ar = o, 



on trouve 



/—.y =0, 



ou y(y« — l) = o, 

et cette dernière équation est satisfaite quand y = o^ quand 

y = 1 et quand y = — 1. 

Ainsi , trois valeurs de y correspondantes à ac = o et par 
conséquent trois développements possibles de y en fonction 
de a: au moyen de la formule de Maclaurin. 

' dans les 

dérivées successives de Téquation proposée, on tire des 
équations résultantes 

r(o)=i, r'{o)^o, F"(o)=ri, f-(o)=o, 

F'' (o) = 360 , V'' [o) = o, F"' (o) == 60480, etc. 

et Ton a d'ailleurs F (o) == o. 

La substitution de ces valeurs dans la formule de Mac- 
laurin donne 

y = X -I- x' -I- 3jc' -♦- i2x' H- etc. 

iX ~~" 
' fournit de la même ma- 
nière 

i 3 5f 

V{o) = \, r(o) -, F'(o) j, F-(o)= - -, etc. 

et, par suite, 

X 3x' i7x' 

M = i — — elc. 

^ 2 8 16 



3" Le couple \ ' . donne 



j 5 K\ 

F(o) = -4, F'(o) -, F"(o)=-, F"'(o)=--,clc. 
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Doù 

i. iy = (a+ x)'". 

i 1.2 

C'est l'expression du binôme de Newton. 

Si a = 1 et w = - » on Irouve 

2 2» 1.2 2M.2.3 2M.2.3.4 
Si l'on avait fait w = ~ 1, on eut trouvé 

\ i /, X x« X» \ 

=- Il h-T -H- etc. • 

a '\- X a \ a ar a^ I 

Ces deux derniers développements peuvent s'obtenir 
directement sans difficulté. 

2. y = o'. 

X X* X* 

a' = i ^- -. log a -♦- — -- log' tt -4- , ^ ^ log*a -+- etc. 
i 1.2 I.2.D 

D'où, en faisant a = e, 

XX* X» 

e*=1 -H. -4- 7-- -*- -rr-z- -4- etc. 
i 1.2 i.2.5 

et, en faisant x = 1, 

c = 1 ^ i ^- — - H- -——: ^- etc. = 2, 718281828 

1.2 1.2.*> 



3. y = Log (a + x). 

Log(a -I- x) = Loga +Loger- — ^ ^.^— ^-h etc.1 

La 2a* 3a' 4(i* J 
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Si l'on avait y = log (a -♦- x) , système népérien , on ob- 
tiendrait 

X x^ X* x^ <, 
log(aH- ar)=ilogo-*- - _ __ h- — ^ — — -*- etc., 
o 2a' 5tt' 4a* 

et, si en outre a= 1, 

X x' x' il^ 
log(i -4- x) =- — -- -^ — — — -»- etc. 
i 5$ D 4 

4. y CB sin x. 

X x' X* x' 

sin X = -I- -4- etc. 

i i.2.5 i.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 

En dérivant les deux membres, on obtient 

x* X* X* 

cos X = i -♦- h etc., 

1.2 1.2.3.4 i. 2. 3. 4. 5. 6 

développement que Ton trouve facilement, comme celui qui 
précède , en se servant de la dérivée de Tordre n*"* de la 
fonction. 
3. y = tang x. 

X» 2x* i7x' 

ta„gx = x -. _ -H ^-^^ ^ ^-^-^^ H- etc. 

G. t/ = sec X. 

x' 5x* 61 x« 

sec X = 1 H 1 1 -*- etc. 

i.2 i.2.3.4 1.2.3.4.5.6 

7. y == arc sin x. 

En employant l'expression de la dérivçe n*"* de la fonc- 
tion (chapitre III, exercice 13), on trouve 

1 X» 1.3 X» 1.3.5x' 

arc sin X = X H — • -^ h 1 h etc. 

2 3 2.4 5 2.4.6 7 

D ou, puisque arc cos x = — — arc sin x, 

Â 

7T 1 x' l.3x» 1.3.5 x' 

arc ces X as x etc. 

2 2 3 2.4 5 2.4.6 7 
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8. 3^ = arc tang x. 

Le résultat de l'exercice 6, chapitre VI, fournil en fai- 
sant x^^o^ei par suite 9 <=-' 

Jé 
tf h^ h'' 

arc tang A = A —-+- -- — — -♦- etc. 

557 

et, en remplaçant h par x, 

af X» x' 

arc tang x=x — — "♦'"r "^ ^^• 

(> 5 7 

Pour arriver directement à ce développement, on ferait 
usage des résultats de Texercice 16, chapitre III. 

TT 

D'ailleurs, puisque arc colg x = - — arc tang x, 



TT X* x" x' 



arccotgx = -r — x -+- •— -4--- etc. 

2 5 5 7 

9. y = e«'"'. 

X*' 5x* 8x» 

e**"' = 1 -f- X -I -+- etc. 

i.2 i.2.3.4 1.2.5.4.5 

iO. y = 

cosx 

c» 2x» 4x» i2x* 550?* 

= 4 -H X H -4- h 1 "• h etc. 

cosx 4.2 1.2.5 <. 2.3.4 1.2.3.4.5 

1/1:^:7=1/2(1-.--^---.-^—.--^-^^-. etc.). 

12. t, = e*'. 

^ / 2x» Sx» lîix* S2x' \ 

e ;^ell-»-x-t 1 1 1 hetc. I. 

\ 1.2 1.2.3 1.2.3.4 4.2.3.4.3- / 

15. y = 

Va -t- 6x -»- fx* 
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i 

En faisant wi = — - clans la formule (fi) du chapitre III, 
an obtient 

;ï^^^""^^"^-^-^-%"(a^6x^.cx'rÎL "2 i.2 (6-*-2cx)^ 

"*■ 2Î 1.2.0.4 (6 -4-2ca;)* ^ ^ j' 

expression qui, pourx = o, donne 

b"" r 1 n(/i — 1) 4ac — 6* 
F«(o) = (-l)«i.2.5....n-— ï|l---^p^ ^T- 

1.3» («-!) (w-2 )(«-5) (4 ac-6')' "l 

j_ • — — — ^— eic. 1 . 

2' 1.2.3.4 6* J 

II suffit de faire n= 1, 2, 3.... dans cette formule pour 

obtenir ¥'(o), FY/)), F'"(o), etc., et, par suite, 

1 \ r X b x^ 56* — 4ar 

x' 36(56» — 12ac) H 

h etc. . 

1.2.3 (2a)' J 

/l -4- ax» 

-f- 5.3.3. (56' -h 36»a— 6tt* -*- a') > -*- etc. 

^ 1.2.3.4.5.6 

Newton. 

1 î). y = (a» -i- o*x — x*)^ 

i \x 4 x' 4.9 x* 

(a«^a^x^x»)=a^---.— — -^— ^-^^ 

4.9.14 x' 

— — 7—. ^- elc. ^^ 

5* a' 1.2.5.4 INewton. 
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i 6. y' — xy — 1 = 0. 

, i X { X* i\5 x' JId'.o X» 

^ 2i 2H.2^ 2* 1.2.5.4 2« i. 2.5.4.5 ^ 

i 7. y'— eariy — 8 = 0. 

i x' a* 

V = 2 -4- a; 1 1- clc. 

^ 2i.2.5 i.2.5.4 

18. y^—xy — i =0. 

X a? x^ 

Les deux autres valeurs de y sont 



X 3? X*" 

y = a^- -^ — ^±1'-- etc. 

5a 5* 3*a 

V =a H r : H — t"» — etc. 

dans lesquelles 

a = , a* s= • 

2 2 

I î). sin y = X sin (o -f- y). 

X X X 

!y=sinn7r-f--sinaH--— sin2aH 2sina(5— 4sin'a)-+-elc. 

•^ i 1.2 1.2 5 ^ ^ 

20. y" log y = ax. 

fl'x' fl'x' fl*X* 

i/=1 -f-ax — {2n--1)— — -4- (5w — 1)'TTrr— (4n— 1 ? i-elc. 

•^ ^ ^1.2 ^ ^ 1.2.3 ^ ^ 1.2.5.4 

Section IIL — Théorème de Lagrange. 
Si y est donnée par une équation de la forme 

y = Z -f. xy (y) 

et si u= fiy), /"etcp étant des fonctions quelconques, ii peut 
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être développé suivant les puissances de x par là formulé 

... ,, ^,, X d.j[V(z)]Y(z)|x' 

"*" rfz* i.2.5 

Si f(y) se réduit à y, f(z) = z,f{z) = \ et Ion a 

^ ar rf. [î>(z)?x' «Pf^WT X» 

y^z^^M 7 -H *-' -^ 7T> -^ *•! ^ . . . -^ etc. (5). 
1 d.z J.2 rfz* i.2.3 

Exemiile J. 

Soit lequation 

alogy-f-6 — y = o, 

et supposons qu'on ait à développer y suivant les puissances 
de a. 

L équation proposée peut s'écrire 
y = 6H-alogy, 

et en la comparant avec 1 équation de départ du ihéorènne 
de Lagrange, c est-à-dire avec 

on voit que dans l'exemple actuel 

f{y) se réduisant d'ailleurs à y. 
Donc ^{z) ^log z = log 6, 

rf.[?(g)]' rf.(Iogz)* 2 2 

ri»[^(r.)J rf'.Oogz)» Slogx 

5 log 6 ^ 
etc. = /-(2-log6), 
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Substituant ces valeurs de ar,z,cp(z),-l^AJJ_ , etc. clans 

dz 
la formule ($) on trouve 

, a, , a' 21og6 a' 51og6 ^^ , ,^ 
y = 6 + -logô + — -^ -♦. ^^ -^ (2 - log 6) -f. etc. 



Exemple II. 

Soit réquation 

ae^ — by -^ c = Oj 

y" devant être développé suivant les puissances de j 

L équation proposée peut être mise sous la forine 
c a 

et sa comparaison avec I équation type 

y = z + xy (y) 



fournit 



^ « / . 

^^V ^^V ''(y^"^^'- 



On a du reste f{y) = y". 
Donc , , , l 

^^ ' f{^z)^:sr = {^^ doù/»=nz"-' 

Il suit de là que 

etc. 
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et, par dérivation, 



--Y, ^ = ne"x"-[2.-.(„-l)] = „e' (j) ^^(^Mn-i) \, 

dz* =»e"g°~'[5'-^'+2.5(»— i)2-«-(»— l)(n— 2)] 

-/c\"~'r tc\* c 

= ««* y 3* y -H2.3{n-l)- + («-l)(n-2) , 

<^.j[f(^)]Y'(^)) 

— ^^ — — ^=ne*'.z'-*[4»iï» + 3.4»(»— l)z* + 3. 4(n -!)(« — 2)2 

+ 3.4'(n-l)Q +3.4(»— l)(n — 2)| 



elc. 



(»-l){«-2)(«-3) ], 



En substituant les valeurs de ac, de /"(z), de 9 (z) /'(z), de 

d.{[f{z)yr{z)] 

- , etc. dans la formule (y), on trouve 



« //,\« 



rfz 



J 6 a ï \c/ \6- 

i -♦- we* r -4- ne 

c h 



W là 



rr[^l- <»-')] 



,-=d-- ■T^['-(â' 



+ 2.3 («—!)-+ (m- I)(«-2) 



' 1.2.5.4 ^'-*-^-^'('*-'>) y -v-3.4(n~i)(n--2) 



(w— 1)(m — 2)(n — 0) 



elc. 
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i 

Développer y suivant les puissances ascendantes de — • 
qf a A q* 5.6 o» \ 

2. y' — ay -^ 6 = 0, 

y suivant les puissances de - • 

6 / 6« 6* 6« b' \ 

a\ a^ ar a* a" / 

3. ay'*—y'^b = o, 

y suivant les puissances de a, 

y = b ri-*-6"-*a -♦-Snt"-*— -4-5n(3»— i)6"-'-^ — hctc.l. 
^ L 1.2 ^ ^ i.2.3 J 

Dans chacun des exercices précédents, la série est le 
développement de la plus petite racine de Téquation pro- 
posée. (Voir, pour tout ce qui regarde la théorie, les Équa- 
tions numériques de Lagrange et les Mémoires de Ber- 
lin, 1768.) 

4. ay' — by -\- c^=o. 

Posant y* = yi, l'équation devient 

c b 

ayi — 6 vyi + c = o, d'où y i = 1 — V^yi 

a a 

et si Ion développe V^yi en fonction de -» on obtient 

a 



•^-•'-è-N/lL'-À? 



6' i.1.3 



ac 1.2.5.4 2* a«c* 
1.1.3.3.5 6« 



1.2.3.4.5.6 2«.a=^c' 



-elc.J, 
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série qui représente les deux racines de I équation pro- 
posée, le radical V/ étant pris positivement pour Tune, 

négativement pour l'autre. 

L équation devient quand on fait t/*= y, 

yt — pyi^ -^ 9 = ^ ouyi = — g-f-py.i 

et en développant yi^ suivant les puissances ascendantes 
de /), on trouve 

L ^(-qY 3M.2.3 {-qf 

•etcl, 



2.1.4 p* 
3M.2.3.4(-9)» 



série qui fournit le développement des trois racines de lequa- 
tion proposée , ( — g)» admettant les trois valeurs 

1 /l -I- t/=l\ 1 Ji- y^^\ 1 

-r^(—j—]rei[ — - — ]q^' 

6. ay" — by -¥• c = o, 

Soitiy" = yi; Téqualion devient 

. - ^ fr i 

oyi — t^yt" -*-c=*o ouy,= h-yi , 

a a 

1 h 

puis en développant j/i* en fonction de — » et posant pour 

abréger ( 1 = s, il vient 

-i r \bE 3— n6»e' (5— n)(4-n)6¥ n 

série qui fournit les valeurs des n racines de Téquation pro- 
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posée en faisant successivement K = l, 2.3.4 .... n dans 
l'expression 

(ces 1- V — i sin 1 V/ 

et substituant les résultats à e. 

7. a»' sin a — y -♦- 4 «as o, 

y suivant les puissances de sin a. 

asina ^, a'sin'a ^,„ ^, a'sin'o 
y = i ^ -y- H-21oga. ^^ H-3^(k)ga)*Y;^-^etc. 

8. y = e-^ xlogy, 

y en fonction de x. 

a: 2 X* 5 x' 4 x* 

9. ay — y -♦- 1 = 0. 

Développer sin M 1 en fonction de a. 

/. n o' a» 

sin i — - I = a H etc. 

\ yl 1.2.5 4.2.3.4.5 

10. ^ — y-i- i =0. 

Développer e". 

/^ 3c« 4V 5'e* \ 

«y »: e I i -I- 6 -t- 1 H — ■ 5—7- -♦- etc. 1. 

\ 4.2 4.2.3 4.2.3.4 / 

44. y' — 2y -•- 4 =0. 

Développement de log y. 

, 4 4 3 4.5 

loff v = loff — I* H 7 H 7 -♦- etc. 

*^ ^2 2* 4.2.2* 4.2.3.2* 

La plus petite des racines de 1 équation proposée pouvant 
être considérée comme égale à 4, on a 
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D'où 

, « W- 5 4.5 \ 

log 2 == — i -♦- --—-; H 7 -+- etc. . 

^ 2« \ i.2.2' 1.2.3.2* / 

12. y»— 5y -1-6 = 0. 
Développement de y". 

^ \5/ L 5' i.2 5* 1.2.5. 5« J 

On a y" = 2", puisque 2 est la plus petite des racines de 
l'équation proposée. 

13. y' — y H- 1 =0. 
Développement de y". 

n(n -*- 5) n {n -f- 7) (n -f- 8)* 



r=i 



1.2 1.2.3 

n(w-4-9)(n-4-10) (n-4-11) 



4- etc. 



1.2.3.4 
1 4. ttî/* — by -v- c =0y 
somme*des n*"*^ puissances négatives des racines. 

Lagrange a démontré que, y étant fournie par lequa- 
1 
tion î/ = z H- acç (y) et — par le théorème, l'ensemble des 

termes de la série contenant les puissances négatives de z 
est la somme des n*"*" puissances négatives de l'équation. 
Si donc a et (3 représentent les racines de l'équation pro- 
posée, on trouve facilement 

1 1 {^YV ^^^ ^(^ — 3)tt*/cY 
"^"^■^^""W L^~T6"*" 1.2 '6»\6/ 

__n(n-4)(.-^5)^/cV ^^ 1 
.1.2.3. 6M6/ J 

en ne prenant de la série que les termes qui renferment des 

. . , 6 . . . , 

puissances positives de — ou, ce qui revient au même, des 

puissances négatives de y 



w(n — 3IWH-1) (n— 3m -1-2) (c\ 
1.2.3 
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Le développement tout entier de — serait celui de la plus 

petite racine de Téquatiôn. 

i 5. ay" — 6y -f- c = 0. 

En représentant par 2 («" ") la somme des n*"** pm'ssances 
des racines inverses, on trouve 

2(«-.)=(-) i-n[-) -^ — irr—\s) V 

en ne prenant de la série que les termes qui renferment 

des puissances positives de — • 

Si dans 1 équation proposée on changeait y en — et qu on 

cherchât la somme des n*"** puissances des racines inverses 
de réquation transformée, cette somme serait celle des 
n*"" puissances des racines de lequation primitive. 

iO. « = £ -f- esin w. 

Développer u et sin u en fonction de e. 

On trouve 

e e* 3 e' 

u=t-4-sinf . — H-sin2t.-- h -{3sin5f — sinO — - — 

i i.2 4^ '1.2.3 

c* 
H- (8 sin 4( — 4 sin 21) — r-z— -4- etc. 

1.2;3.4 

et 

sin 2t e 3 sin Zt — sin t e* 



sin u^=sint -h 



2 1 4 i.2 

•4- (2 sin U — sin 20 -♦- etc. 

^ M. 2. 3 

L'équation proposée est celle du problème de Kepler, 
célèbre en astronomie : t désigne le temps ou une quantité 
qui lui est proportionnelle; e représente Texcentricité de 
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Forbile elliptique d'une planète et u l'anomalie excentrique. 

17. y=: ^ 

Développer y suivant les puissances ascendantes de c. 

a 

En considérant zzzzz: comme l'une des racines 

d'une équation du deuxième degré, dont l'autre serait 

e 
_ , l'équation elle-même serait 

2 
e 
et, de là, par le procédé ordinaire, 

18. Développer — — suivant les puissances as- 

|/l — 2xz -I- a;* 
cendantes de x. 

Posant |/i - 2xz -4- x« = i - xy, 

on tire de cette égalité 

i _dy 

et 1 , . 

y = ZH.~x(y« — 1). 

La comparaison de cette dernière équation avec Téqua - 
lion type donne 

D'autre part, la formule (p) fournit par dérivation 

dy d.f(z)x d».[y(z)]* x' cf.[y(x)? x' 

-7— = 1 -< 1 1 — 'A _. y.' ^ 'J i_«>ii. 

«'^ dx. i dz* i.2 d^ 1.2.5 

Donc 

^ or rf.(2«— 1) x» (^.{z*— <) 

■ i=^ i -f* — — — — ■ ■ , -. _• _____ ^ j. etc 

1^1— 2x« + x* 1-2 rfz 1.2.2* rfa» 



Soit 
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CHAPITRE VIL 

CHANGEMENT DE VARIABLES. 

Preoiler eas. 
Une seule variable indépendante. 



une expression contenant une fonction y de la variable indé- 
pendante X et les dérivées successives de y par rapport à x. 
SU s agit de chercher ce que devient Texpression (a) 
quand la variable indépendante est yy on y fera 

d^x ^ /rf»x\' dx fPx 

. dy J^ d'y ^JZ^ (Py _ ''\d'yyd^7^' 
^^ dx^dx' dx^ ^ Idx^ ' rfx» IdxV ' 

dy \dyl \dyl 

Si l'on veut savoir ce que devient (a) quand la variable 
indépendante est t au lieu de x, les variables x et / étant 
liées par Téquation 

dans les formules 

dy dx d*y dy tPx 

dy _Tt d^y ^di dl* "" dt dt^ 
dx dx dx* fdxX * 



dt 



(2) 



\ etc. 



dx fdx <Py dy d^x\ d*x /dx d*y dy d*x\ 
It [dt df^'^TtJt^l'^^l^Ut'di^'^Tt'dFl 
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dx (Px (Px , , 

on remplacera -;->-—' — 7> etc. par leurs valeurs tirées de 
^ dt dp dp ' 

lëquation de liaison^ puis, dans (a), on portera les expres- 

. , dy cPy dry ... 

sions qui en résulteront pour-p-» -r^,, — ^, etc., ainsi que la 

dx ox' dx^ 

valeur de x en l fournie par Tëquation ç = o. 

Enfin, si Ion désire connaître ce que devient (a) quand y 
et X sont remplacés par u et t, les quatre variables étant 
liées par les équations. 

^,(x,y,t/,l) = o, 

on remplacera dans les formules (2) — , — , — »-—» etc. 
^ ^ ^ dl dt dp dp 

par leurs valeurs obtenues en dérivant les équations de 
liaison par rapport à ty puis , dans (a), on portera les expres- 

j dy a*v cPy . . „ , - 

sionsde -^y -r^» -7^' etc., ainsi que celles de x et t/ en lonc- 
dx dx* dx^ 

tion de u et /, fournies par la résolution des équations 

Exemple I. 



,Py Idyy (dy\^ 



Que devient cette équation quand la variable indépen- 
dante est y? 

En faisant usage des formules de transformation (1 ), on a 
(Px 
. ^ i i 



IdxV -^ fdx\, ^ W"^ 
\dy) [dyJ [dyl 

ou, en changeant les signes et chassant les dénominateurs, 

d^x dx 

dff dy ^ 
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Exemple 11. 

Changer la variable indépendante x en ^, sachant que 

f = Iogx. 
De Téquation de liaison on tire, en remarquantqiiea;=^e^, 
dx rf*x fpx 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans les forniri- 
les (2), on obtient 

dx dt 

dx 



\dt* dt) 



doâ~' \de'^'^li~^TN' 

et, en remplaçant x et les dérivées précédentes par Ipuis 
valeurs dans 1 équation proposée, 

1^-*- ^ rf^- ^ rfT' -*- ^ rf^- "rf?-*- <«-^*) dF -^="' 

d^y dy 
de dt -^ 



Exemple 111. 

(x~^y^{S)•l^{x-^y-^- G) = o. 

Que devient cette équation quand les variables sont h 
et ty sachant que 

x = u -4- ty 

y===:ii^a 6 



m BIERCICKS llÉTHOI>k)l£S 

Les équations de liaison donnent 

dx du 

-- = ----♦- i, 

dt dt 

dy du 

Substituant dans la première des formules (2), on trouve 

du 

— — i 
!h^dî 

dx du 

de 

Les équations de liaison fournissent encore x + 1/ s= 2t4, 

Remplaçant x h- y, x — y et -^ par les valeurs trouvées, 

dx 

I équation primitive devient 
du 

{^u^6)^ -4- 2m -4- 6 = 0, 

-r -♦- t 
dt 

ou du 

« -7- ■+• 3 = 0. 
dt 

1 . L'expression du rayon de courbure des courbes planes, 
quand x est la variable indépendante, est 



h(irj 



Que devient-elle quand y est la variable indépendante? 



On trouve 



h ©7 



<Px 
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Mg-l)(l)'-L¥('l--)=»- 

Que devient cette équation quand la variable indépen- 
dante est yf 

Elle devient tPx , cPx [dxY 

Changer x en t, sachant que t = • 

i — X 

On trouve dy 

--- -f. a( = 0. 
dt 

Prendre t pour variable indépendante, sachant que 
On obtient rf*v dy 

MW,(g)'-.,.-.,|g.(|)-...,. 

Prendre t pour variable indépendante, sachant que 
X =t= sin t. 
Le résultat est 



(sr^i)"--- 



Prendre ^ pour variable indépendante, sachant que 



x = 



I 
On trouve cPy 



4 
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i dy (Py 
X dx dx* 
PiTJjdre t pour variable indépendante^ saeliant que 
x* -- Ai. 

Lv résultat est 

dy d*v 

dt dl* 

(Fourier, Traité de la chaleur,) 



8. 



dy 



Que devient cette expression quand les variables sont 
r et /, sachant que 

x=rcos(, ty = rsin(? 
Elle devient r 

dl 



..[-(g)T 



dx" 
Changer de variables sachant que x=r eos /, y = r sin /. 
On obtient, pour l'expression du rayon de courbure en 
eoonionnées polaires • 






'''dé 



\Ù, 



il^y 
d? 



[-^)'T 
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Transformer cette expression en une autre dans laquelle 
la variable indépendante soit s, sachant que 






On obtient, en faisant usage des formules (2), 
(Py dx cPx dy 
ds^ ds ds* ds 

-+- (x H- y) Vx^^y* -^ x^ -^ y- = 0. 
Changer les variables y et x en w et ^, sachant que 

x = u» -4- t\ 

y = 2wf. 
Le résultat est 

du 



^^•^^S-^(?J"^'= 



0. 



Changer les variables y et a; en u et t, sachant (juc 

X = e', 
y = e\ 

On trouve d^u du 

de dt 

Second eas. » 

Plusieurs variables indépendantes. 

Soit lexpression 

Cdz dz cPz d^z dh \ 
'''^'^''db^'Ty'd^''d^'dii'''['l ' ' ^'^'' 
renfermant les dérivées partielles des divers ordres de In 
fonction z par rapport aux variables indépendantes x ci y ci 
les variables elles-mêmes. 

Pour savoir ce que devient cette expression quand x et y 
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sont remplacés par une autre variable (, liée à x et y par 
réquation 

on substituera aux dérivées partielles que ((3) renferme leurs 
valeurs déterminées par les formules 

dz dz dt 

dx dt dx 
dz dz dt 
(5). . . . (^ 'dy'~ li dy' 

«Pz cPz idty dz d^t 



d*z d'z ji 
dx*'^ dt* \à 



\dxj dt dx* 
\ etc., 
après toutefois que, dans celles-ci, on aura remplacé -—» —-, 

du ^^ ^y 

— » etc. par les expressions que Ion trouve pour ces quan- 

lités en dérivant l'équation de liaison. — La question n'est 
susceptible de solution que si, en vertu de lequation de 
liaison, l'expression finale peut être débarassée de x et de y. 
Pour trouver ce que devient l'expression ((3) quand les 
variables indépendantes ac et y sont remplacées par deux 
autres variables indépendantes t et r, liées aux premières 
par les équations 

î.i(x,t/,v,r) = o, 

dans les formules 



(4). 



, dv dt dv dt 

on remplacera — ' T"' T"' t"» ^tc, par leurs valeurs tirées 
dx dx dy d^ 



1 dz dz dv 
\ dx dv dx 


dz dt 
dt dx 


< dz dz dv 
1 dy dv dy 


dz dl 
dt dy 


\ etc.. 
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des équations de liaison, puis, dans (^)y on portera les ex- 

, , dz dz . . , 

pressions qui en résulteront pour -7-» — » etc., ainsi que les 

dic dy 
valeurs de oc et y en fonction de t? et de ^ fournies par la 

résolujtipn des équations cp, =3 , cp, = 0. 

Remarque. — Si les équations de liaison fournissent 
directement ou aisément x et j/ en fonction de t; et ;, on 
partira des formules 

■ dz dz dx dz dy 

idv^^dxdv dy dv 

(5) . . . . Idzdzdx dz dy 

jrfT"" dx dt'*' dydî' 

(etc. 

^ , dx dy dx dy , , . 

On y remplacera— '-^1 r-»-^, etc. ppr leurs valeurs don- 
^ *^ dv dv dt dt ^ 

nées par la dérivation des équations de liaison, puis on en 
tirera les expressions dey, j-» etc. Le problème s>chç- 

vera comme précédemment. 

Enfin, si Ton désire connaître ce que devient Texpres- 
sion ((3) quand ac, y et la fonction z elle-même sont rem- 
placées respectivement par ty v et w, variables liées aux 
premières par les équations 

y5(z,y,x,w,t?, t) = o] 
dans les formules 



(6) 



du du dv 

dx ~ dv diP 


du dt 
Ttdx 


du du dv 
dy dv dy 


du dt 


etc., 





dz dx 
dxdv 


dz dy 
dy dv 


dz dx 


dz^dy 
dy dt 
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^ ^ , du dv dt du dv dt 

on remplacera _,_,_,_,_,_ etc. par leurs va- 
dx dx dx dy dy dy 

leurs tirées des équations de liaison, puis, des équations 

résultantes, on tirera les expressions de —,—,—, etc. 

dx dy dx* 
Restera à substituer dans ((3) les valeurs de ces dérivées 
et celles de oc, y, z en fonction de m, r, t fournies parla 
résolution des équations y, == o, cp* = o, (ps = o. 

lieînarque. — Si les équations de liaison fournissent 
(firectement ou aisément x, y et zen fonction de w, r, /, 
on pardra des formules 

dz 
\dv 

(7) {dz_ 

dt"' 
I etc., 

et Ton suivra une marche analogue à la précédente. 

Si une expression renfermait trois variables indépen- 
dantes, questions et solutions semblables. 

Exemple I. 

d^z d^z 
d^'^'df^^' • 

Que devient cette équation quand x eiy sont remplacés 
par r, sachant que 

x*-+-t/* = r«? 

On a, formules (1) dans lesquelles ^est remplacé par r, 

dz dz dr 

dx dr dx 

dz dz dr 

dy dr dy 
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et, en dérivant 1 équation de liaison ^ 

dr ^ ^ dr x 
x=r---5 dou —- = — > 
dx dx r 

dr ., . dr y 
ys^r-^-j dou -— = — . 
dy dy r 

Substituant ces valeurs de — et de — dans les expres- 

dz dz ., . ^^ ^Jf 

sions de — et de -— ■ , il vient 
dx dy 

dz dz X 





dx 


drr 






dz 


dz y 






■ —s 


• 1 — • 






dy. 


drr 




Dérivant de 


nouveau y on a 


1 




(Pz 


cPzrfr X 


dzl 


dz dr X 


dx* 


dr^dx r 


dr7~ 


dr dx r* 


d*z 


d^zdr y 


dzi 


dz dr y 


dy* 


dr'dy r"^ 


dr r 


'di-l^?' 


Ou bien 










d*z d^z X* 


dzli 


-$)■ 




dx»""dr'r«"*'rfr\r 




d^z d^zy^ dz (X 
dy*^dr'r''^di^\7' 


-9- 


Substituant 


ces valeurs dans Téquation proposée, elle 


devient 








d*z Ix* + lf\ 
rfr» l r» / "^ 


dzfi 
dr\r~ 


x' H- iy'\ 


ou 


tPz 


idz 






"i — -+- 


— 


0. 




dr* 


r dr 





On rencontre cette équation dans la recherche du mou- 
vement des fluides. 
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Bxeniple II. 

dz dz 

dy ' dx 

Que devient celle expression quand on remplace y et x 
par r et t, sachant que 

xaxsrcosf, 
Y==r sint? 
On 41, formules (5) dans lesquelles r est remplacé par r, 
dz dz dx dz dy 
dr dx dr dy dr 
dz dz d^ d;z dy 
dt dx dt dy dt 

La dérivation des équations de liaison donne d'autre part 

dx dy 

-— = co$ I, — t^sint, 

dr dr 

dx dy 

-7-=;= — rsmf, r^=q=rcosl. 

dt dt 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans les équa- 
tions précédentes, il vient 

dz dz dz . 

-7- = -7- cost H- -^ sm « 5 
dr doij dy 

dz dz . dz 

-7-?=^ -^-7- rsint -f-T7-rrcosf. 
dt dx dy 

,,,. . , dz dz , , 

bliminant tour a tour -r et -- entre ces équations, on 
dy dx 

obtient 

dz dz dz sih t 

--:=—- cos « — -c 5 

dx dr dt r 

dz dz , d^ cos t 

-7- = --sme -^ 

dy dr dt r 



rcos 
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Par substitution , Texpression proposée devient donc 

(dz . dzcosi\ . Idz dzs\nt\ 

dr dt r I \dr dt r I 

. , . dz 
ou, après réduction, — • 
dt 

Cette transformation se rencontre dans la théorie des pla- 
nètes. 

Exemple III. 



\ idzy 1 idzy 



Que devient cette éc|uation quand les vafiables z^y ci x 
sont remplacées respectivement par u, t? et f, sachant que 

On a, formules (6), 

du du dv du dt 

dx dp dx dt difc 

du du dv du dt 

dy dv dy dt dy 

En dérivant les équations de liaison par rapport à x 

d'abord, à y ensuite , on trouve 

du ^ dv ^ dt dz 

— =s 2x • — s= âx , — = 2e' — 9 
dx dx dx dx 

du dv dt Q g^^ 

dy ^ dy ' dy dy 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans les deux 

équations précédentes , il vient 



X : 


du 

= x -7- -f- e' 
dv 


dz du 
dxH' 


V = 


dy ' ^ 


dz du 

d^li' 
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D'où 

dx du ' dy du 

dt dl 

Portant ces valeurs de — - et de -— dans lequation pro- 
dx dy 

posée, elle devient 






e' = 0, 



ou idux^ ^' ldu\* 

ou encore, puisque r == — ^, en vertu de la troisième équa- 
tion de liaison , 

Remarque. — Il y a souvent avantage à ne remplacer 
les variables par leurs valeurs en fonction des nouvelles 
que dans 1 équation finale. 



MBat^fcic^t. 



rdzy idz\} 
\dx] \dyl 



Que devient cette expression quand x ei y sont rempla- 
cés par ty sachant que 



On trouve 



V/x*-f-t/*==logt? 
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Que devient celle expression quand x et y sont rempla- 
cés par t, sachant que 

x* — y' = e-' ? 
L'expression devient i (Pz 

c/x* '' dxdy ^ dif -^ dx dy 

Que devient cette équation quand x et y sont rempla- 
cés par ty sachant que 

On obtient d^z \ dz 

dï^ '^ITt^^^' 
dz dz 

dx dy 

Que devient cette expression quand x et y sont rempla- 
cés par t et r, sachant que 

X = r cos / , 
y = rs\nt1 

Le résultat est dr 

d^z d^z _ 
dx* dy^ 

Que devient celte équation quand x et y sont rempla- 
cés par t et r sachant que 

x = rcost,. 
t/ = rsin«? 

On trouve dh i tPz i dz 

rfr* r* c//.* r dr~' ' 
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^ \\dy) dxdy\ \\dx] dydx\ 

Que dévient cîelte équation quand x et y sont rempiacés 
par ^ et t?, sachant que 

X = (<«-f-t?*)', 

Le résultat est ^ idi\ ^ idz\ 

^ \rf7j ^ ^ \rfr/ "" ^' 
-, / ^d^z ,cPz dzx* / ,cPjs . ,rf*JS rf2\* 

\ d:x? dx» dxy \'^ dy' "^ dy* "^ c^/ 

Que devient cette expression quand y et x sont rempla- 
cés par t; et /, sachant que 



Elle devient 



cPi/ â^u d*u 
dx* dy* djs* 
Que devient cette équation quand x, y, z sont rertipla- 
cés par r, sachant que 

X* -h y' -H J3' = r*? 

On trouve d^u 2 du 

dr^ rdr 



x = 


e«+', 


y= 


e"-'? 


tPi 


«Pz 


de» 


rf(' 



\ dx] dy \ dyl dx 
Que devient celte expression quand z, y eix sont rem- 
placés par w , V et ^, sachant que 



w = logV^x*-4-y*, 
V =arctangz, 
* = X -^ y -\- z1 
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Le résultée esC ,^ / ^ du du\ 



l . du du\ 

\ dv dtl 



On aura r et 



dx' dy* ds? 

Que devient cette équacion quand les variables indépen- 
dantes Xyj/yZ sont remplacées (Êit f» f, <Pf sachant que 

x = reost , 
y = rsïnt sin^, 
z = rsin^cos'^? 

Soit posé p = r sin(, p étant une variable auxiliaire. 

p = r sin ( , 
x=rco$/. 

et, diaprés le résultat de Texercice 5, 

d^u d^u (Pu i ^u i du 
dy* ds? dp* p' d^?' p d^ 
d^u (Pu (Pu I (Pu i du 
d? ■^d^'^di^"*" 7'dF'^7di^ ' 

D'autre part, en soivantle procédé ordinaire (voir Texem- 
ple II), on trouve 

i du \ du cost du 
'Jdp~lrdr^'Vdï ' ' ' ' ^ 

Additionnant les équations (1), (2) et (5), il vient 
(Pu (Pu d*u d^u \ d*u i d^u ^ du cos t du 
lï*'*"d^*"*'d?'^dî^*^î^dF'^7^^ ''^^^^ 

Substituant à p sa valeur, on trouve enfin pour ce que 
devient Téquation proposée 

, / . ^^\ 
!•/ ^ * >• , d.lsint—-] 

d*.(wr) i d^u i \ dt 

r . 4 -^ -TT- -7-; -♦- -: —, =0- 

dr sin* t d'f* sin t dt 



(2). 
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Cette équation, due à Laplace, est importante en phy- 
sique mathématique. 



CHAPITRE VIII. 

ÉLIMINATION DES CONSTANTES ET DES FONCTIONS. 



Soit réquation F(x,y,a) = o (1), 

renfermant la constante a. 

Pour obtenir une équation différentielle qui ne contienne 
plus la constante, on dérive Téquation (1), puis on élimine 
a entre cette dérivée du premier ordre et Téquation pro- 
posée. 

Si réquation est de la forme 

F(x,y,a,b)=x) (2), 

c'est-à-dire renferme deux constantes a et 6, on en cherche 
les dérivées première et deuxième, puis, entre ces dérivées 
et réquation (2) , on élimine a et b. 
Et ainsi de suite. 



Soit l'équation F[x,y, z,^(m)] = o (3), 

cp désignant une fonction arbitraire de w , et ti une fonction 
déterminée de ac, y, z. 

Pour obtenir une équation aux dérivées partielles qui 
ne renferme plus la fonction arbitraire, on dérive l'équa- 
tion (3) par rapport h x et h y tour à tour, puis, entre ces 
dérivées et l'équation primitive, on élimine (f(u) et (f'(u). 

Si l'équation renferme deux fonctions arbitraires de u ex 
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de v,ueiv désignant des fonctions déterminées des varia- 
bles, c'est-à-dire si Téquation est de la forme 

F[^»y»«5?(w)i^(t?)] = o .... (4), 

on en cherche les dérivées partielles des deux premiers 
ordres, puis, entre ces dérivées et Téquation (4), on éli- 
mine ? (ti), yf, (v), <p'(w), 4^'(v)yf(u) et xtj''(v). 
Et ainsi de suite. 

Eliminer a et 6 de Téquation de la sphère 

(x-a)«-*-(y-6)' = R* (1). 

Les dérivées première et deuxième de 1 équation sont 






De (3), on lire ^ /rfv\* 



dx» 
et, par substitution de cette valeur de j/ — 6 dans (2), 

\dx) dy 
cPy dx 
d? 

Substituant dans (1) les valeurs de oc — a et de y — 6, 
on trouve facilement 



[-(1)7 



= R. 

dx* 
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CVst Texpression du rayon de courbure des courbes 
pluries. 

Exemple II. 

Eliminer 9 de l'équation 

y — nz^= f{x — tnz). 

Les dérivées partielles de 1 équation par rapport à x et 
îi y, sont 

— n -7- = o (x — mz) M — m -- N 
dx \ dxj 

dz , dz 

\ — n~-= — o (x — mz) m —- • 
dtj dy 

Divisant ces deux équations, membre à membre, on 
ob(iont après réductions 

dz dz 

m— -+- n -7- =i. 
dx dy 

Cest lequation différentielle des surfaces cylindriques. 



Exemple III. 

Éliminer <p et ^/^ de Téquation 

z =^ Xî> {£) -h y^ (z). 



On a 



on bien 



dz dz dz 

dz dz ,, V ^- 

^ [1 — Xy'(z) — y^'{z)\ = y (z). 
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Divisant ces deux équations, membre à membre, il vient 
dz 

dx f (z) 

Posant ^c= F (2), 

s, dz 

dy 
Diiférentiant de nouveau, tour à tour par rapport à oc et à 

y^ on obtient 

dz d^z dz d?z ^,,^dz IdzV 

dy dx^ dxdydx dx \dyl 



dz dfz dzd^z ^,^ ^ idzy 

, — __- p' M ( ) " 

dy dxdy dx dy* \dyl 

nnr ^^ , 

dy dx 



,-,.,. ^ . , , . " dz dz 

Multipliant respectivement ces équations par — et — , 



puis soustrayant, 

IdzVdfz dzdz d^z fdzy d^z 

\dyl dx* dx dy dxdy \dxl dy* ' 

équation différentielle des surfaces gauches à plan directeur. 

Nota. — Généralement, pour abréger, on pose 

dz dz d*z d^z d^z 

dx dy dx* ^ dx dy ' dy* 

En faisant usage de celte notation, les résultats des deux 
derniers exemples sont 

q*r — "ipqs -f- pH = o. 

1 . Éliminer a de Téquation 

m 

y = ax -i • 

a 
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On trouve 



2. Éliminer a de Téquation 



X [-7-] —y—-^m=^o. 
ax 



L'élimination fournit 

3. Eliminer aiyU^, a^... a„ de Féqualion 

y = aiar" -t- OjX""* -+- a^x""* -f- •+■ a^x. 

Le résultat est 

dy X* d*y x* cPy x" rf"y 

^"~*rfx"~T2 rfx* "*" i.2.3 rf?"" i.2.5...«rfâ? 

4. Éliminer a, t et c de I équation 

z^= ax -f- 6 1/ -f- c , 
1/ étant fonction de x. 

On trouve 

(Py-dh d^z d^y 

d^''d?'"d?'dl'^^' 

équation de condition pour qu'une courbe à double cour- 
bure soit plane. 

5. Éliminer a de Téquation 

(am -t- n) (x* — ai/*) = afc*. 
On trouve 

nxy ( -— j -4- (wx* — ny* — A*) -y^ — mxy = o. 

6. Éliminer a et 6 de 1 équation 

y«==a(6'~x«). 
L'élimination donne 

dy jdy\* (Py 



dx \(lx) ' dx* 
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7. Eliminer les fonetions logarithmique et circulaire de 

1 équation 

y = sin Jog (x). 
On obtient 

, d**/ dy 

8. Éliminer les quantités exponentielles de 1 équation 

Multipliant haut et bas par e* et tirant de 1 équation ré- 
sultante la valeur de e% puis celle de 2jc en passant aux 
Jogarithmes, on arrive à une équation qui , dérivée, fournit 

dy 

9. Éliminer les fonctions exponentielle et circulaire de 

réquation 

y = ae"" sin nx. 

L'élimination faite, on a 

dx^ dx ^ ^ ^ 

10. Éliminer a, 6^ c, e et la fonction circulaire de lequa- 

tion 

y = ae* -f- be"' -*- c sin (x h- m). 

En dérivant quatre fois successivement, on trouve 
d'y 

1 1 . Éliminer ç de lequation 

y-b 



='(^} 



z — c 
On obtient 

équation différentielle des surfaces coniques. 



402 EXERCICES MÉTHODIQUES 

12. Éliminer cp de 1 équation 

Le résultat, équation différentielle des surfaces de révo- 
lution, est 

\o. Éliminer cp de Téquation 

L élimination fournit 

dz , ,^ dz 

14. Éliminer 9 de Téquation 

\x — mzl 
On trouve 

p{x — mz) -^ q(y — nz)^=o^ 

équation différentielle des surfaces conoïdes. 

15. Éliminer cp de Téquation 

1 



^(x± ay) 
On trouve 

dz dz 

dy dx 

16. Éliminer cp de Téquation 

L'élimination donne 

dz dz 

17. Éliminer 9 et p de Téquation 

.^ y(3g>4-ay) 
^{x — ay) 
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On obtient 

9* H- rf — tt' (p* -4- rz) = 0. 

18. Éliminer <pi, <?*, ?j de Téquation 

« = ^. (x* ^ y^ ^,(y» - z') ^,(z' - x«). 
Le résultat de rélimination est 

du du du 

yz - — ¥- zx - — H xu — - = 0. 
-^ dx dy ^ dz 



19. 


Éliminer 


cp et ;// de 1 


'équation 








: = <f(X'\'ay)-\-^{X" 


-af/)' 


On 


trouve 


d'z 


a* , = 0. 




20. 


Éliminer 


cp et 4/ de 1 


l'équation 








z = x"^| 


(!)-■*( 


-V 

X' 


Il vient 


dz dz 
rfx ^ du 


;. 



C'est l'équation différentielle des fonctions homogènes 
du n*"* degré. 

21. Éliminer cp et 4^ de l'équation 

z^x^(xy)^y^(xy). 
On trouve 

(*?/' -♦- r'x* — 2«xî/ -^ qy -^ px = js. 

22. Éliminer cp et -4^ de l'équation 

j5 = ^ {ay -f- 6x) «// (aj/ — bx). 
Prenant les logarithmes, il vient 

logz = log? (ay -f- 6x) -♦- log ^ {ay — bx). 
Les fonctions cp et -4^ étant arbitraires, leurs logarithmes 
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le sont aussi; on peut donc poser, F et /"représentant des 
fonctions arbitraires , 

logf{ay -t- bx) = F(ay -♦- 6x), 

log ^ (ay — bx) = f[ay — bx). 
Doù 

logz = F(at/ -4- bx) -t- /*(ay — bx). 

Éliminant F et f, on obtient 

..(,._ip.)_6.(,._l,.)_.. 

23. Éliminer 9, »/; et % de Téquation 

^?(w) -^ y^ (w) -4- r% (tt) = i, 

sachant que u est une fonction de ac, y, j3 donnée par Té- 

quation 

x^'{u) -t- y^'(u) H- is%'(w) = 0. 

On obtient 
équation des surfaces développables. 



CHAPITRE IX. 

DÉTERMINATION DES FONCTIONS QUI, i>OUR CERTAINES VALEURS 
DE LA VARIABLE, DEVIENNENT INDÉTERMINÉES. 



F(x) 
Soit "277-4 une fraction dont les termes sont des fonctions 

de oc. 

Quand, pour .x = Xo , cette fraction devient - ou ^ , sa vraie 
F'(a:J ^ 

valeur est jrr\ ' c'est-à-dire le quotient des dérivées des 

deux fonctions, après que dans ce quotient on a remplacé 
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X par Xo. Si F'(Xo) et /^(x^) sont nulles ou infinies Ja vraie 

valeur est ..„\ \ ; si F"(Xo) et /"'(^o) sont encore nulles ou 

/ W F'" u ) 

infinies, cette valeur est ^,„\ "{ , et ainsi de suite. 

La méthode est en défaut quand, pour x = Xo, toutes 
les dérivées de F (x) et de f(x) deviennent nulles ou infi- 
nies. Dans ce cas d'exception, après avoir remplacé x par 

F(x) 
Xo -^ h dans la fraction j~^ , on développe haut et bas, puis, 

dans le quotient simplifié, on fait h == o. Le résultat est la 
valeur cherchée. 

D'autres systèmes de fonctions se présentant sous d'au- 
tres formes indéterminées, pour certaines valeurs de la 
variable qu'elles renferment, peuvent s'écrire de manière 
que, pour x = x», ils soient ramenés à l'une des formes 

-,—-. La vraie valeur se détermine alors de la même ma- 

» 

nière. 

Ainsi, soit F (x). f(x) un système tel que, pour x = Xo, 
F (x) devienne infinie et f(x) nulle, ce qui donne un pro- 
duit de la forme oo X o. On a 



FW.^M_IM-^, 



f(x) F(x) 

et ces deux dernières formes du produit proposé deviennent 
~- et - quand x == Xo. Donc détermination de la vraie va- 
leur comme précédemment. 

Ainsi encore, soit F(x) — f(x) une expression qui, 
pour X = Xo, donne oo — oo . Posant 



\ 
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F,(a;) et ft(x) étant des fonctions qui deviennent nulles 
[ïûur jc = Xo, on a 

FW^/7.) = J 1. „ /;(^)-F.(. ) 

'^^ F.(x) f,(x) F,(x)f\ix) 

vx l'expression finale devient - pour x = Xo- 

Enfin, quand une expression de la forme F(xy^'^ de- 
vient o% 00% 1", etc., pour certaine valeur de x, il suffit de 
prendre le logarithme de Texpression et d'en chercher la 
vraie valeur v; é' «era celle de F(x/^'\ 

Exemple I. 

Soit la fraction 

a* — 8x' -f- î2î2x' — î24x -4- 9 



qui, pour x = 3, devient-. 

La dérivée du numérateur sur celle du dénominateur est 
4j:^ - -24x' -H 44x — 24 

4x'— i2x*— 4x H- 12 
OU 

x' — 6x* -*- 1 ix — 6 ■ 



x' — 3x* — X -4- 5^ 



fL ce quotient devient encore - pour x = 5. 

Dérivant de nouveau haut et bas, on obtient 
3x* — 12x-*-ii 



3x' — 6x — 1 

4" 



\ 

quotient qui, pour x== 3, devient-. Cesl la vraie valeur 



de la fraction proposée pour x = 3. 

Exemple II. 

Supposons que Ton demande la vraie valeur de^^ -r- 

pour x= a, sachant d ailleurs que m et n sont des nom- 
bres entiers positifs et m < n. 
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II est facile de voir que, pour x = a, la fraction pro- 
posée devient - et les rapports des dérivées des deux termes 

tous infinis. Posant donc x = a + A dans la fraction, elle 
devient 

A»» A*^ h — 



[(a ^ hy — a*j- A- (2a ^ hf ( ^2a h- h )" 

et, pour h = o, donne o. La vraie valeur de la fraction pro- 
posée, pour x=ï a, est donc nulle. 



Eiemple III. 



Soit à chercher la vraie valeur de f- — xj tangx, pour 



X = — 



9 

Pour cette valeur particulière de x, l'expression pro- 
posée devient o x oo ; mais en récrivant soiis la forme 

TT TT 

X X 

2 2 

\ cotgx 



tangx 
elle devient — pour la même valeur particulière. 
Le quotient des dérivées des deux termes est 
— = sin*x = \ , quand x = — • 



La vraie valeur cherchée est donc 1 . 
Si Ion avait écrit l'expression sous la forme 
tangx 



i 

5 



n 
X 



elle fut devenue ^- pour x = - > 

00 '^ o 
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H le rapport des dérivées des deux termes eût été 






COS ^ \^ / il j^ 



(W 



= -» pourx = - 
^ 2 



0* 

Or, la vraie valeur de , fraction qui, pour x==— , de- 

Q cosx 2 

vient aussi -»est égale au rapport des dérivées des deux ter- 

iues de-; — dans lequel on aurait remplacé x par-» c'est- 
sinx 2 

îVdire à 

i _ 

sr 

sm - 

2 

TT TT 

— — X X 

2 2 

Donc la vraie valeur de x = 1x1=1. 

cosx cosx 



Exemple IV. 

Vraie valeur de (1 -♦- mx)' pour x = o. 

(i H- inxf devient, pour x = o, 1". 

Mais i Jog (1 ^ mx) 

log (i H- mx)* = — ^-^^ , 

X 

expression qui, pour x==o, donne - • 



Le quotient des dérivées des deux termes de la dernière 

fraction est d ailleurs et devient m pour x = o. 

1 -f- wx 

Donc la vraie valeur de log (1 ^ mxy=^m. 
Et, par suite, celle de (1 ^- mxf = e'". 
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x* — 5x* -♦- 7x — 3 

La vraie valeur est -• 
4 

x' — 4ax* -H 5a'x — 2a* 

2. ;^ —1 — : » pour X = 2(/. 

x^ — 3a*x — 2a*' 

La vraie valeur est — • 
9 

i -♦- sin X — cos X 

D. : ,pourx = o. 

1 -H sin «X — cos »x 



sin px — cos px 
1 
P 



La vraie valeur est— 



sin X — cos X TT 

4. -7—- -,pourx = — • 

sin 2x — cos 2x — \ 4 

\ __ 
La vraie valeur est -1/2. 
2 

^. 4 — 6x« H- 5x* 1 

•^- 1 13 r-7,po"rx = zt:— 3 • 

1 — 4x* — 5x* j/ jj 

2 
La vraie valeur est - • 
5 

cotg X -H cosec X — 1 TT 

6. ,poupx = — 

cotg X — cosec X -♦- i 2 

La vraie valeur est 1 . 

tangx — sinx 

7. pQur X = 0. 

sin' X 

La vraie valeur est - • 

_ ^ 

aVax — X* 

8. -; y pour X = a. 

a — Vax 

La vraie valeur est 3a. 
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^ ]/a^ -H ax -4- X* — V^a* — ax -\- x* 

9. =zi zzrrzi: ,pourx = 0. 

i^a -h X — l^a — X 

La vraie valeur est V^a, 

10. ,pourx = i. 

logx 

La vraie valeur est log a — 1 . 

arc cos (i — x) 
Il ______ — ,pour.r=o. 

ï/^x — x^ 

La vraie valeur est 1 . 

xe^ — e^ — X -\- \ 

J 2. 5 pour X = 0. 

e — \ 

La vraie valeur est — 1 
1 3, , pour X = 0. 

La vraie valeur est . 

cos ax — cos an 

H, z ,pourx==w. 

w* — x' 

, . , a sin an 

La vraie valeur est • 

2n 

/sin mxV 

]j. [—, ,pourx = o, 

\ sin X / 

m ctant un nombre entier. 

On trouve m^ pour vraie valeur. 

i — cos X 

i^'- —; — 7m :,pourx = o. 

X log (i -*- x) 

On obtient - pour vraie valeur. 

gtnx ____ otHa 

17* ,pourx = a. 

(x — a)" ^ 

Au moyen de n dérivations, on parvient a pour 

^ ^ 1.2.3 ...w*^ 

VI aie valeur. 
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18. La somme de la série 

X -I- 2x* -♦- 3x' -H .... -4- nx" 
esl X — (n-f- i)x*'^^ -^ wx""^' 

quelle est la valeur de celte somme quand x == 1 ? 

On obtient — -» somme des nombres naturels. 

2 

X + x'— (2n -♦- 1) x*-+* H- (2n -^ 1)x»"+» 

19. ^^ ' —^ ,poiirx = l, 

La vraie valeur est n*. 

20. La série 

X -♦- 4x* -♦- 9x* -4- . . . . -t- «*x" 
a pour somme 

X ^ x^—{n^ 1)x"-*-' -♦■(2n'-^2n— 1)x*+'~y?'x"+' 

quelle est la valeur de celle somme pour x = 1 ? 
La valeur cherchée est 

n(n -+- 1)(2n -i- i) 

somme des carrés des nombres naturels. 

X» — 4ax« -f- 7a«x — âo* — 2aH/2ax— a« 

21 . zzizzizzz » pour x = a. 

X*— 2ax — a* -f- 2a |/2ox— x* 

En ayant recours à quatre dérivations successives, on 
trouve que la vraie valeur est — Ha. (Euler.) 

(x'-i-a' )(x*— o*)î 
22. — ~ ^,pourx = f?. 

(ôx'— a*x) (x' — a')5 
Remplaçant x par a h- /i (exemple II), on trouve 

2^2 . , 
:zz: pour vraie valeur. 
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t^3. ' 7 ^ , pour x = a. 

Remplaçant x par a — A et suivant le procédé indiqué, 
on obtient pour la vraie valeur 

1 a 

!24. ^ ^ Y , pour X = a. 

(a — x)^ — (a'— x')» 

Remplaçant x par a — A, on trouve que la vraie valeur est 

\ — V/3â« 

, tansTTX — nx 

âS. - — » pour X = 0. 

âx'tangTTX 

Posant X = -h A, développant par la formule trouvée 
(i'VLrcice 5, chapitre VI, section II), puis faisant A = o, 

au trouve pour vraie valeur — 

!20. ^^5pourx=i. 

L expression proposée peut s écrire 
x"* 1 — x" 

i -+- x** i — a^ 

\ 

cl, pour X = 1 , le premier facteur devient— etle second, -• 

La vraie valeur de ce second facteur est— et par conséquent 

11 P 

celle de l'expression donnée, 

oos ax — cos an 
27 p z T. 9 pour X = 11. 

Cette expression peut se mettre sous la forme 
i cos ax — cos an 

(«~Hh~xjr (n — x)"* 



k 
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et, pour ac = n, le premier facteur est ; le second , ~ • 

Au moyen de m dérivations , on trouve que la vraie valeur 
de ce second facteur est 

o'" ces ian'^ — miz] 

i.2.o....m 
et, par suite, celle de lexpression proposée, 



a'" cos 

1)"'- 



(2/?)"'. 1.2.. ■)....«! 
Après avoir dérivé w fois, on Irouve - >"-^^> 



jr"' 
28. — , pourx= 00 







pour vraie valeur. 

La vraie valeur est o. 

-A (m 2a;\ 

dO. Il 1 tanga;, pourx=- • 

Forme de l'indétermination,© X oo ; vraie valeur, 



51. sec — log-, pourx = i. 

2 X 

2 
Forme de Pindélermination, oc X o; vraie valeur, - • 

a 

52. 2' sin — , pour ar = oc . 

Forme de Tindéterminalion , oo X o. La vraie valeur est a. 
ùô. va" — X* colg - I I , pour x=a. 
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L'expression proposée donne d'abord o x <» , mais on 
peut récrire 

7r - /a — X 
ïV âT~x 2 



tang 



i V a-^x 



Pour X = a, la limite du premier facteur est 1 ; la 
valeur du second , — La vraie valeur est donc aussi — • 

77 7T 

^, X i 

34. , pour X = i . 

X — 1 log X 

L'expression, pour x = 1 , devient oo — oo , mais en 
réduisant au même dénominateur, ce qui donne 

X log X — X -+- i 

, 

(x — i)logx 
elle devient- , et fournit- pour vraie valeur. 

35. La somme de la série 

i i 1 



i* -f- x' 2* -+- x' 5* 
est ^^ — i îf 



etc. 



î2x* x(e*'^'— i) 

quelle est la valeur de cette somme pour x = o? 
Pour X = 0, l'expression devient oo — oo . 
En opérant comme dans l'exercice précédent , on trouve 

que la vraie valeur est—, somme des réciproques des car- 
rés des nombres naturels. (Euler.) 

36. r, pour x = o. 

4x 2x(e^'- i)'*^ 
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C'est la somme de la série 

1 1 i 



1* -*- X* 5* -H xî 5* -H x' 



etc. 



Pour X == 0, Texpression devient oo — oo , mais , en opt - 
raht comme dans Texercice 34, on trouve pour vraie valeur 

—, somme des réciproques des carrés des nombres impairï^. 

(Euler.) 

^7. (-j ,pourx=o. 

Forme de l'indétermination, oo°. 

On a , / 1 \^"* , log X 

x~ 
expression dont la vraie valeur, pour x = o, est o. 

Donc l~l , pour x = o, est e*'=i. 

38. cos x*^", pour x =— • 

Forme de l'indétermination, o^ 

En employant les logarithmes, on trouve 1 pour vraie 
valeur. 

n 
59. tang x**"***, pour x = — • 

4 

Forme de l'indétermination, 1*. 

Vraie valeur, - • 
e 

40. Vraies valeurs du -^, pour x = o et y = o, dans 
dx 

l'équation. 

y* — ay -♦- 2aV — x* = o. 

Valeurs cherchées, ±|/2. 
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41. Vraies valeurs du -^ lire de lëqualion 
dx 

(y' -4- axf = x' (o* -*- 2ax — x*) , quand x == o et y = o. 

Valeurs qherchées, db 1 et oo . 



CHAPITRE X. 



MAXIMA ET MIMMA. 



Section I. — Fonctions explicites d'une seule variable 
indépendante. 

Soit yt=iF(x) une fonction explicite de x. 

Toute racine réelle de 1 équation F'(x) = o, à moins que 
cette racine nannulle F"(x), est une valeur de x corres- 
pondante à un maximum ou à un minimum de y : k un 
maximum quand , pour la valeur de x trouvée, F"(x) est <o; 
a un minimum quand, pour la même valeur, F"(x) est >o. 

Dans le cas où F"(x) =o, il n'y a maximum ou mini- 
mum que si, pour la valeur de x trouvée, F'"(x) =o 
t^t que, pour la même valeur, on n'ait pas F"(x) = o. 
iVIaximum, si l'on trouve F"(x) < o; minimum, si Ton ob- 
tient F'" (ac)>o. 

Et ainsi de suite, 

Cette règle générale suppose la continuité de F(x) et de 
ses dérivées dans le voisinage de la valeur de x fournie par 
l'équation F'(x)== o. 

Les cas d'exception sont peu imporlants dans les appli- 
cations. 
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exemple. 

Soit y = x^ — ax* -4- 6. 

On a F(x) = x* — ax^ -^ b. 

El, en dérivant deux fois de suite, 

r(x)=5x* — 4ax-\ 
F'Xxi^âOx*— ISox*. 

Les racines de I équation F'(x) s o ou de x'(5x — 4o)=o 

4a 
sont — et 0. 

^ 4a 

En substituant — dans l'expression de F"(x), on trouve 

Cette racine correspond donc à un minimum de y. 

^ . . a l^aV 
Ce mmimum est v = ^ 1 — • 

Quant à la racine o, elle annuité l'expression de F"(x), 
mais la dérivation fournit 

F'"(x) = 60x« — 24ax, 

F»' (x) = i20x— 24a, 
et Ion voit que, pour x = o, F'"(x) = o, tandis que 
F"(x) = — 24a. La racine o correspond donc à un maxi- 
mum de y. Ce maximum est y = b. 

1. y = x'- i2x*-f-45x-f-30. 

Pour x= o, y est minimum; 
pour X = 5, maximum. 

2. y = x«— 75x'-f-1620x — iOOO. 

Pour X = 6, y est minimum ; 
pour X = — 6 , maximum ; 
pour X = 5, maximum ; 
pour X = — 5, minimum. 
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5. 1/ = IOx« — 1 2x« -f- i5x* — 20x' H- 20. 

Pour X = i , t/ = 15, minimum. 

Pour X =*o, ni maximum , ni minimum. 

1 — X 



i. 


•^-(1 -..)'■ 




Pour X = 3 , y est minimum 


ti. 


^ "" x' -t- 3x ■+- 2 



Pour X = l/^, j/ = 1 2 V^2 — 17, minimum. 
Pour X = — 1^2, j/=— 12V^2— 17, maximum. 

o -f- X 

a*-+- X* 

Dérivant , on a %_ ^ a'— 2ax— x' 

(^x "" (a' -f- X»)* 

Pour que cette dérivée soit nulle, il faut donc que 
a' — 2ax — x^ = , 
(V) nation dont les racines sont 

x"=-a(»/2-f-i). 
Pour savoir si chacune des racines correspond à un 
maximum ou à un minimum , il suffit de dériver le numé- 

FRteur de — » car le dénominateur, toujours positif, n'in- 
dx 

Huera pas sur le signe de la dérivée seconde. 

Or rf.j^-2«x-,-x')__^^_^^ 

dx 

En substituant les valeurs de x' et de x" dans ce résul- 
tat, on voit facilement que 

pour x' = a (t/2 — 1 ) , y est maximum ; 
pour x" = — a (k^-4- 1 ), minimum. 



7. // 
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En opérant comme dans lexcrcice précédent, on trouve que 
pour jc = 1, y == 2 est maximum; 
pour x = ~i,y= — 2, minimum. 



La remarque faite dans lexercice 6 peut encore s appli- 
quer et Ton trouve 

pour X = , y =r - , maximum ; 



9. y = 



(a -4- x) (6 -f- x) 



pour X = 5 .y = — 7 » minimum. 



(a-x)(h-x) 
Poura: = K a6,y =— — ^ ^ j , niiniinuin ; 



pourjc = — Vab,y=—I — ^ , inaxiniiiin. 

Mi. y = [x' — \){x^~\). 

1 

En posant x^= r, on trouve 

pour z = 0, y = 4, maximum; 
^ = ^ > y == o> minimum. 



il. y == X Vax — X*. 

ôa 5 i^h 



Pour X = — , ?/ = a% 



maximum. 



12. 1/ = zh X V/ • (Slrophoido.) 

Pour jc = — o , V est maximum. 
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1/(1 -\- x) -+- 2rt Vx -t- |/(1 H- jr) — 2a l^a: 
13. ?^= 3 

1/(1 -f- x) -♦- 2a V^x — K (1 ^ x) — 2a V^x 
Pour X = 1 , y == , minimum. 



X 

14. V =- 

•^ logx 



Pour X = e, f/ = e, minimum. 

sin* mx 

15. .v = — -i" • 
sm* X 

Les valeurs de x fournies par 1 équation sin x = o ren- 
dent y maximum ; celles fournies par I équation sin mx = o 
rendent y minimum et celles données par Téquation 
m tang x = lang mx rendent y maximum. 

46. y^-r-, : • 

sin (x — a) 

Pourx = a -♦---, y = k 2.e""*" i, minimum; 

pour x=»a -t- — ,y = — K 2. e""^~r, maximum. 

17. y = sin X cos (a — x). 

a TT 1 -t- sin « 
Pour X = — -*- y, ;/ = , maximum; 

a TT i — sin a 
pour X = •- — --,y = , minimum. 

18. t/ = a^+* — a'—x. 

log[(a — l)loga] . 

Pour X = ; , y est maximum ou minimum 

log a 

selon que a est > ou < 1 . 

19. y =r tang"* x . tang" (a — x). 

n — ^H 

Pour tang (a — 2x) = tang a , ?/ est maximum. 

n -^^ m 
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20. Trouver le nombre x dont la racine x*"" est un maxi- 
mum. 

On aura à chercher le maximum de j/=x' ; on trouve fa- 
cilement que pour x = e, j^ = e* , maximum. 

21 . Une droite et une parallèle à cette droite étant don- 
nées , trouver sur la parallèle un point tel que les droites 
menées de ce point aux extrémités de la droite donnée fas- 
sent entre elles un angle maximum. 

Soient B et C les extrémités de la droite donnée (*) ; 
A le point cherché pris sur une parallèle à cette droite. 
Joignons le point A aux points B et G et, de A , me- 
nons sur BC la perpendiculaire AD. En posant BC = 6 , 
AD = A, BD = X, on trouve que Tangle BAC a pour 

expression 

bh 



/** — 6x -4- X* 

b 



dont le maximum correspond à x = ■ 

22. Les côtés égaux et l'une des bases d'un trapèze 
isocèle étant donnés, déterminer l'autre base de sorte que 
Taire du trapèze soit maximum. 

Soient ABGD un trapèze; AB la plus grande des bases, 
DC l'autre, AD l'un des côtés égaux. Si, du point D, on 
mène DP perpendiculaire sur AB et que l'on pose 

DC = a, AD = BC«=6, AP = x, 
on trouve que l'expression de la surface du trapèze est 



(a -f- x) Vb* — X* 
dont le maximum correspond à 






(*) Le lecteur est prié de construire une figure d'après les indications 
données et d'agir de même dans les autres problèmes du recueil. 
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Chereher ce que devient ia surface dans chacun des cas 
suivants : 

^ 4 4 

2" a = 6. 

3" a > 6. 

Si a = 0, le trapèze se change en triangle; maximum 

6 
pour X = — - • 

1/2 (Maupertuis.) 

25. Inscrire le plus grand rectangle possible dans un 
segment de cercle donné. 

En représentant par r le rayon du cercle, par a la dis- 
tance du centre à la corde du segment et par x le côté du 
rectangle perpendiculaire à cette corde, on obtient pour 
expression de la surface du rectangle 



,. V/9a»-f-8(r' — a*) — 3a 

Pour X = ^^ > cette surface est 

4 

maximum. 

Si a =r 0, la valeur de x correspondant au maximum est 

r 
— ;=et la surface du cercle, r*. 

24. Partager le nombre a en deux parties, de sorte que 
le produit de la m*"" puissance de Tune par la n*""* puissance 
de l'autre soit un maximum. 

y = x'" (a — xy étant la traduction algébrique du pro- 

nia 

blême, on trouve que, pour x = , y est maximum. 

m -t- n 

25. Trouver à quelle hauteur d'un plan un point lumi- 
neux doit être placé pour qu'un élément infiniment petit 
de ce plan, situé à une distance donnée de la projection 
du point lumineux sur le plan, reçoive le plus de clarté 
possible. 
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Soient L le point lumineux, A sa projection sur le plan, 
P 1 élément plan, situé à la distance donnée AP de la projec- 
tion A. En joignant deux à deux ces trois points , le triangle 
qu'on obtient, LPA, est rectangle en A et, en posant AP==a, 
Tangle LPA = x ; désignant par I l'intensité du point lumi- 
neux, par F(x) la quantité de lumière projetée sur lëlé- 
ment plan, on trouve en vertu des lois de l'intensité 

F (x) = — j sin X cos'x. 

i 21 

Pour tang x = , on obtient F (x) = » maximum. 

V^'2 5V^. a« 

26. Sous quel angle doit-on mesurer une hauteur pour 
que Terreur commise dans la mesure soit minimum? 

Soient MP la hauteur à mesurer et, dans le plan hori- 
zontal passant par le pied P , le point d'où l'on observe 
cette hauteur. Tirons OP et OM, puis, sur le prolongement 
de MP, de P vers M, marquons un point M' à une dis- 
lance infiniment petite de M. Enfin menons OM'et, sur cette 
droite, du point M, la perpendiculaire MK. 

Soient MP=:A, l'angle MOP=x, M'OM^ax, MM'= aA. 

A la limite, le triangle MM'K donne 

KM = A A. cosx ou -; AX = àh, cosx. 

smx 

D'où , h 

àh= AX. 

smx cosx 

Lé minimum de aA sera fourni par le minimum de 

— AX OU par le maximum de sin x cos x, puisque 

sm X cos X 

h et AX sont constants. 

Pour X = -1/2 , l'expression sin x cos x est maximum. 

La base d'opération, dans la mesure, doit donc être prise , 
autant que possible , égale à la hauteur à mesurer. 
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27. Trouver la plus petite ellipse que Ton puisse eir- 
conserire à un trapèze donné. 

Soient 2a et 2a' les côtés parallèles du trapèze, 2a le 
plus petit; ^y et 2i/' deux diamètres conjugués de Tellipse, 
faisant entre eux langle 6 ; le premier, mené par les milieux 
des côtés 2a et 2a'. Enfin, soient c la portion du diamètre 2«/ 
comprise entre les côtés parallèles du trapèze et x la partie 
comprise entre le centre de Tellipse et le côté 2a. 

On aura 

Et en posant a'* — a' t/* 

— e et jz — z, 
c y" 

ez -*- c 

^ = -1-' 



^ ^/c' -¥- eV -♦- z (4o' ■+■ 2ec) 



'_ Vc* -¥- eV ■+- z (4o* -+- 2ec) 

L'expression de la surface de l'ellipse est w sin 6 yy-', ou 
en substituant les valeurs de y et de y', 

n sin e c* -«- e'z' -»- z (4a* -t- 2ec) 
4 i/z 



Pour [2 Va'*— a'V-t-a* — (o'* ■*- a')] c' 

^"" 3 (a" — a»)' 

ou pour [g"— 2o' -♦- l^a'«— a^V ■♦- o'] c 

■^"^ 3 (a" - o*) 

le minimum de la surface est 
inc sin a [g'* — 4a"a* + a* -♦- (a" -t- a') V^a'* — a'*a* -<- a'] 
5 1/3 (o"— g*) l/a V/«" - o'W + o* -(o'* -t- a') 
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Si a' = a, le trapèze devient un parallélogramme et Tex- 
pression de la surface devient-. Dans ce cas, il faut eher- 



cher la vraie valeur : on trouve nac sin G. (Bossut.) 

Section II. — Fonctions implicites d'une seule variable 
indépendante. 

Soit y une fonction implicite de x déterminée par Téqua- 
lion F(x,y)=so. 

dF 
L'équation — = o fournira, simultanément avec la pro- 

posée, les valeurs de x qui correspondent aux maxima et 
aux minima, et aussi ces maxima et ces minima eux-mêmes. 

La substitution dans l'expression — - de chaque couple 

de valeurs trouvées pour x et j/, déterminera un maximum 
ou un minimum de y, selon que le résultat de l'opération 
sera positif ou négatif. 

Cette règle, pour être complète, doit recevoir des dév(»- 
loppements et des restrictions analogues à ceux qui ont été 
indiqués dans le cas des fonctions explicites. 

Soit F(jc,y) = y' — 3x'i/ -4- jc^ — 3 = . . . (1). 

En égalant à o la dérivée de F par rapport à x, on a 

rfF 

— = 3x* — 6xy = o (2). 

dx 

X 

Or, de (2), on tire x = o et y = -' 

En substituant la première de ces valeurs dans (1), on 

obtient 

.V' — 5 = 0, 

d où y = ^^"5. 
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En substimant la seconde valeur, on trouve 

x' -♦- 8 = , 

tl où of = — 2 et , par suite , y = — i . 

Ainsi, deux couples de valeurs satisfaisant aux équa- 
lions (1) et (2) 

x = o, i x= — 12, 

y = v^^, f,v = — ^• 

D'ailleurs, on trouve que 

(/x' 6a: — 6*/ 2 



dF oy^ — 3x^ y -^ ^ 

dy 

Substituant le premier couple de valeurs dans cette ex- 

pression, le résultat est ^•Done,pourjc=o,2/=j>'5 

3|/3 

( st minimum. 

2 
Substituant le second couple, le résultat est 4- — • Donc, 

o 

jiour ar = — 2, y = — 1 est maximum. 

1 . y* — x*y -f- X — X' = 0. 

Pour X = — ^ , y = 1 , maximum . 
'2. y* -+- 2x*y -+- 4x — 5 = o. 

i 

Pour X = , y ==: 2, maximum ; 

pour X = 1, y = — i, ni maxiamm, ni minimum. 

3* y* — 2mxy -♦ x* — «* = o. 

• am a 

Pour X = > y = — , maxmium. 
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4. x' -♦- f/' — a'x = 0. 

a ' /"¥' 
Pour or = — -^ y^=:a\ / , maximum ; 

8 . 

a / 2 . . 

pour x = » V = — " % / 1 mmimum. 

0. ne* -4- y' — Zaxy = o. (Folium de Descartes.) 

Pour X = 2*a , y = J^^a, maximum ; 
pour X' = 0, y s=sOy minimum. 

On ne peut déterminer ce dernier minimum par le pro- 
cédé indiqué plus haut, car de l'équation proposée on tire 

dy ay — x' , , . , . , . o 

_^= -^ , dérivée qui, pour a;=o et y = o, devient — 

dx y* — ax ^ ^ o 

et par suite fournil— 4 =—. Mais les dérivées deuxième et 
dx* 

troisième de i équation du foiium sont respectivement : 
d^y IdyV dy 

<»'-"')S-('»l-»)g-(l)'— »■• 

et, en faisant x==: o, y = o dans ces équations, la première 

fournit -^ = o et , par suite, la deuxième donne — ^ = — . 
dx "^ rfx* 3a 

Donc, pour oc == o, j/ = o est bien un minimum. 

0. ac* — 2aV -4- a\f — 8a* = o. 

Pourx = 0, y = -♦- 2a V^2, minimum; 
pourx = o, y = — 2a 1^2, maximum; 
pourx= -4- a, y = -*- 3a, maximum; 
pourx=-ha, y = — 3a, minimum; 
pour X = — a, y = M- 3a, maximum ; 
pour xs= — a, y = — 3a, minimum. 
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7. y* — ia^xy -4- j-* = o. 

Pour X = a K 5, y =aK 27, maximum; 
pour X = — a 1/3, y = — al^^, minimum. 

8. y* — 4xy -4- X* -f- 2 = 0. 

Pour x=-t- 1,y=4-i,ni maximum , ni minimum ; 
pour x= — i5y = — 1, » » 

On procédera selon la remarque faite dans IVxereiee S. 
t*. cos (y — x) — 2siny — cosx = 0. 

7r 47r . 

Pour X = — » y = — » maximum. 
6 5 

1 0, y* -f- mxy -f- a* -+- 6x h- nx^ = 0. 



Pourx= ; > 

w (i/r — 4w) 

Ott trouve 



— hm — 2 V^bhi -+■ (m* — 4n) ahi 
y = :^ , maxnnum ; 

wi* — 4« 



tf pour x = 

n (m^ 

on obtient 



26» — m l/6*/i H- (m* — 4«) a*/* 

— ' 5 

n (m* — 4n) 



— 6m H- 2 V^6'rt -f- (m* — 4n) a*/» . . 

w== ^^ » mmimum. 

îw* — 4;it 

Si m = Oy 

l \ 

pour x= ,on obticnly = h- — V^6*/i— 4a V, maximum, 

\ 

et y = V^6*/i — 4aV, minimum. 

2» 

6 . . ... 

Si » = , X = 00 et V = 9 m maxnnum , ni mmimum. 

m 

tt'm* -♦- 6* a^m^—b* . . 

Si m'= 4w, pour x == — — — , y = — ; » minimum. 

bhn bm 

(Eulcr.) 
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Section III. — Fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. 

Soit z une fonction explicite de x et de y. 
Les racines réelles des équations 

dz dz 

dx ' dy 
seront les valeurs de x et de y correspondant aux maxima 
et aux minima de z si, pour chaque couple de ces valeurs, 
rinégalité suivante est satisfaite 

\dxdyl ^ dx'dy" ' ' • ^ ^' 

ce qui exige que t-; ^' Ti soient de même signe. Du reste, 
dx dy^ 

maximum , si ces deux dérivées sont négatives ; minimum, 
si elles sont positives. 

Si les valeurs de a; et de y, fournies par les équations 

--a=oet-p- = o, rendaient nulles les trois dérivées de 
dx dy 

deuxième ordre, il n'y aurait ni maximum, ni minimum; 
à moins que ces valeurs n'annullent aussi les dérivées du 
troisième ordre, sans annuler celles du quatrième qui 
devraient avoir le même signe, etc. 

Soit u une fonction explicite de a;, de j/ et de z. 
Les racines réelles des équations 
du du du 

dx ^ dy ' dz 

seront les valeurs de Xy y,z correspondant aux maxima et 
aux minima de u si, pour chaque groupe de ces valeurs, 
la condition suivante est satisfaite 



rf*w cPw 



izdx* 



d^u (Pu Y P cPti (Ptt / d^u yl fd^u d^u I d^u Vl 
d^yd^zl "^ [rf?^""\dxrfy/ jLrfi*rf?"~\rfï^/ J^^^' 
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d^U (Pu d^Ù , , , . w^ 

ce qui exige que — » — et -— soient de même signe. Uu 
rfx* dy^ dz^ 

reste, maximum, si ces trois dérivées sont négatives; mini- 
mum, si elles sont positives. 

Si les valeurs de x,y^z fournies par les équations — = o, 

— = et — =0 annulaient les six dérivées du deuxième 
dy dz 

ordre, etc. Comme plus haut. 

Soit z une fonction implicite de x et y y déterminée par 

réquation 

F{x,y,z) = o, 

Les équations — = o et — = o fourniront, simultané- 
dx dy 

ment avec la proposée, les valeurs de x et y qui correspon- 
dent aux maxima et aux minima de z et aussi ces maxîma 
et ces minima eux-mêmes. 

La substitution de chaque groupe de valeurs trouvées 
pour X, y et z dans les expressions 

d^ cPF ePF 

dx'^ dxdij dy^ 

■^ rfF ' •*■ J^' "*" dF 

dz dz dz 

détermine un maximum ou un minimum de z si Tinégalité 

/ rf'F \ » d^ (PF 



dxdy 



d^ df_ . . 

d¥' d¥ ^' ^ 



\ dz i dz dz 

est satisfaite , ce qui exige que 

rf]F d*F 

-— -et-^^ 
dF rfF 

dz dz 
soient de même signe. D'ailleurs, maximum si ces deux ex- 
pressions sont positives , minimum si elles sont négatives. 
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Règles analogues pour les fonctions implicites de plus de 
deux variables indépendantes. 

Les règles précédentes supposent la continuité des fonc- 
tions et de leurs dérivées dans le voisinage des valeurs des 
variables correspondant aux maxima et aux minima. D'ail- 
leurs, dans la pratique, il n'est guère besoin de considé- 
rer les fonctions de plus de trois variables indépendantes. 

Exemple I. 

Soit js = x» H- y5 — 9xy -*- 27. 

On a ^^ ^ <, ^ ^^ ^ • ^ 
-7- = 3x' — Ov et — = 3y* — 9x. 
doc ^ dy ^ 

En égalant à ces dérivées, les' équations résullantes 
sont satisfaites par les couples de valeurs 

X = 0, ( X = 3, 
et < 

^ . dfz ^ d^z ^ rf'^ « ï 1 . 

On a aussi : -—- = 6x, -r-r = — 9, --- = fiw. La subsli- 
ax' dxdy dy* 

union du premier couple de valeurs donne 

d^z ^ d^z ^ d^z _ 

dx^ ' dxdy ' rfy* 

et il est évident que, pour ces résultats, Tinégalilé (1) nVst 
point satisfaite. Donc, pour x = eiy = o, r = 27 nVst ni 
un maximum ni un minimum. 

La substitution du deuxième couple de valeurs fomnit 

^ = 18, -^==-.9, ^ = 18 
c/x* ' dxdy ' dy^ 

et il est aisé de voir que, pour ces résultats, Tinégalilé (1) 

. , . ^ d'z d^z . ^ , . 

est saUsfaite. Du reste,—- et —--étant positives, z =oest 
ax* dy^ 

minimum pour x = 5 et y = 5. 
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BzeMple II. 

Soîl u = xyV (a — x — y — z). 

— = yV (a — 2x — y — z), 
I ax 

c/ti 

_ s= xyz* (2a — 2x — 3y — iz), 

du 

— s= xf/V (3a — ox — 3y — 4z). 

En égalant à o ces trois dérivées et ne tenant pas compte 
des solutions x = o,j/==o,z==o pour lesquelles u = o 
n'est évidemment ni un maximum , ni un minimum , on 
trouve 

a 2a 5a 

D'ailleurs, on obtient immédiatement — = — 2vV. 

dx* ^ 

Posant xyz^ = t? et 2a — 2x — 3y — 2z = w, on a 

du „ , d*M r/M? rfv 

rfy rfy* rfy dy 

ou plutôt, puisque u; est nul pour les valeurs de x, y, z : 

d^n dw 

dy^ dy 

De la même manière, on trouve facilement que 
Substituant les valeurs des six dérivées de deuxième 



L 
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ordre dans l'inégalité (2) et divisant les deux membres par 
xi/'s*", on trouve 

x(4£~3y)*<f/(6x-y) (82-9x) 

et 11 est facile de s assurer que, pourx=-,y = — et z=i — , 

cette inégalité est satisfaite. 

^ . 1 .» . . rf*« (Pu (Pu 

Du reste, puisque les dérivées -— -,» ,-- et •-— sont nc- 

(aV ^^ ^'V ^z 

gatives, w = 108 l-r) est maximum. 

Il y a souvent avantage, comme dans cet exemple^ à 
vérifier l'inégalité (2) après y avoir substitué les valeur» 
générales des dérivées du deuxième ordre; les calculs sont 
plus simples. 

• EzeHiple III. 

Soit F(x, y, z) r= jg* -♦- xyz — xy* — ac*» o. 

En égalant à o les dérivées de F par rapport à x et à j^, on a 

— = yz — y — Dx* = o, 

rfF 

dy ^ 

Les trois équations précédentes sont satisfaites (en ne 
tenant pas compte des solutions x = o, y^=^o,z=^o) par 
les groupes de valeurs 

xa= — 6, (x = — 6, 
[y = 6v/3^ )y = _6V/3, 
z=l2v/3, (iz=— 12V/3. 

D'autre part, 
rf*F ^^ rf*F 

rf^ 6x_ dxdy z — 'ly d^ 2x 

rfF 2z -4- xy' rfF "^^jT -+- xy^ rfF 2x -4- xy' 

dz dz dz 



4M EXERCICES MÉTHODIQUES 

La substitution, dans ces expressions, du premier groupe 
de valeurs, donne 

(PF d'F d^ 

dx^ .- dxdy dy^ _i_ 

dz dz dz 

Pour ces résultats, l'inégalité (3) est visiblement satis- 
luilej et puisque 

dx* d\f 

dz dz 
sorjl négatives, 2; == iî2 V/3 est minimum pour x = ~ 6 et 

La substitution du second groupe de valeurs fournit 
d}Y d^F d^F 

dx* _ dxdy dy'^ i 

dz dz dz 

L'inégalité (3) est donc encore satisfaite et, puisque 

'd^F d^F 

d^ df 
— et — 
dF dF 

dz dz 

sont positives, z = — 1:2 \/5 est maximum pour x = — t) 

et 3^ = — 6 1/5. 

i, z== x^ — ^y -^ y^ — 5y. 

Pour X = i et î/ = 2, z = — 5 est minimum. 
± z = X* -+- y* -t- 2xy — 8x -*- 8y. 

Pour x = lctii/ = — l,z= — 12 est minimum. 



k 
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3. z = t/ — 8f^^ -f- i8f/* — 8^ -+- x' — 3x' — 5x. 

Pour x = i H- V/2 et ?/ = 2dz V^o, z = — 6 — 4V/2, double mini inu m | 
pour x = i — V/2 et y = 2, z = 5 -4- 4 \/2", maximum; 
pour X = 1 — 1/2 et y = 2 db V^S, ni maximum , ni minimum de t ; 
pour x = \ -¥- \/2 et y = 2, ni maximum, ni minimum de z, 

4. z = x' -♦- y* — ax'y — axy* -♦' c*x' -♦- t^y^. 
Pour X == y = , z = est un minimum. 



5o-+-l/9a*— 32c« 27 . D 



c 



Pourx=:v = 5^ = «* H aV— — 

^ 8 ' 256 16 â 

s 



a 
250' 



u-(9a* — 52c*)* est minimum. 



5a~l/9tt«— 32c« 27 ^ î) , , c* 

*^ 8 ' 256 16 2 



a 



-4- —"(9a* — 52c*)* n'est ni maximum, ni minimum. 

Pour trouver les autres valeurs de x et y qui pourraieiH 
correspondre à des maxima ou à des mininia de z, il fau- 
drait résoudre une équation littérale du sixième degré. 

(Euler.) 

o. z? = ax* -4- 26xy -♦- ctf — ex — fy. (Equation générale des 
surfaces courbes du second ordre.) 

ce — bf af — be . . 

Pour X == — rr eiij = —- — , z sera mimmum 31 

2(rtc — 6*) -^ 2(ac — 6») 

a et c sont positifs et 6* < ac; maximum , si a et c sont néga- 
tifs et b^ <^ac; ni maximun, ni minimum, si a et c sont df - 
signes différents ou si 6*est> «c. (Lagrango.) 

6. z = x*y(x*-^2/— a)*. 



Pourx=Y/^ etf/=y ^,z 



est maximum. 



/ 
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"" (x — a)(t/ — 6) 
Généralement quand log z est maximum ou minimum, 
z l'est aussi. 

Posant log z = js', on a 

z' = 3 logx M- 3 logy — log (x — a) — log (?/ — 6). 
D où rfz' 3 i rf^^ _ 3 _^ i 



dx X x — a dy y y — 6 
Égalant à o ces dérivées , il vient 

. 2x — 3a = o, 

2y — 36 = 0. 

D'où 3a 36 



D'autre part, 


dx*~ x'"*" 
rf*z' 
dxrfy 

cfz' 3 

nt dans ces dériv 
y, on trouve 


2 
1 


îcond ordre 






(x-a)« 
i 




En substitua 
valeurs de x et 


(y-6)' 

ées de s< 


les 


d?z' 
dx' 


8 
= 3^»' 


«Pz' 
dxdy 


«Pz' 


8 
36« 


oa 



D'après ces résultats , il est facile de voir que pour x = — 
36 , . /27 , Y . /27 , Y - 

et î/ = — , « = log I — «6 ) > 6t> P^r suite, z = ( — «^ j ^^^ 

minimum. 

Le procédé suivi dans cet exercice est souvent employé 
quand la fonction est un produit ou renferme des radicaux. 



8. z = xy Va^b' — aV — 6y. 

6 a «'6* , .. . 

Pour X = =b — — et w = ± — -:, z = ; double maximum. 

1/3 1/5 31/3 



k 
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9. z = sinx H- siny -♦- 8in(a; -♦- y). 

3V/5 
Pour X = y = 60% z = — - — est un maximum. 

10. u = xyz (a* — x* — y* — jz*). 

a î2o* 
Pourx = v = 5: = — — > u = -> un maximum; 

^ V/5 25V/ÏÏ 

o 2a« . . ... 

pourx=y=z= —^u^ ,mmaximum,mmmimum. 

V/B 25\/5 

il. u = ax* — 6xy -♦- xz -♦- yz. 

Pour x = y = z = o, u = o n'est ni maximum , ni minimum. 

^*.abxyz 

12. u = 

(o -*. x) (x ^ y) (y -f- z) (z ^ c) 

En procédant comme dans Texercice 7 et posant dans le 

/o\« i 
cours du calcul M = -> on trouve que, pour x = an^ 

y = an* 9 z = an\ 

u = abl- x]- 

13. a (x' -♦- y' H- z*) = x*yz -♦- y'xz -♦- z*xy. 

Pour x = y = a.i,6 

js=rra.O, 85 — , un minimum. 

14. Trouver dans l'intérieur d'un triangle un point tel 
que la somme des carrés de ses distances aux trois som- 
mets soit minimum. 

Soient A, B, C les sommets du triangle proposé; a/b, 
c les côtés opposés; le point cherché. 

En prenant le sommet A pour origine, la direction de c 
pour axe des abcisses; représentant par x, y les coordon- 
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nées reclangulâircs du point et par u la fonction qu il faut 
rendre un minimum, on trouve que 

w = x* -♦- !/'-♦- (c — xf -+- f/'-4- (6cosA — x)*-»- (6sinA — yY 

c -+- ftcosA 6sinA 

. et que, pour x = ety= »uestmmimum. 

o 3 

D'ailleurs , pour ces valeurs de x et y, les distances du 
point cherché aux sommets du triangle sont 

,^ 1/26* -4- 2c'- a^ „^ \/2a«-+-2c*-6' _ l/âa»-*- 26'— f» 

AO = , BO = , C0= 

5 5 3 

Le fioint est le centre de gravité du triangle. 

1 5. De tous les triangles que Ion peut inscrire dans un 

triangle donné, quel est celui dont le périmètre est le plus 

petit? 

Soient A, B, C les sommets du triangle proposé; a,by c 

les côtés opposés; D situé sur c, E situé sur a, F situé 

sur 6, les sommets du triangle cherché. Soient, en outre, 

BD = X, CE= î/, AF==J3 et w le périmètre du triangle 

DEF. On a 

u= [x* -+- (a —yf — 2x(a — y) ces B]« 

■^ [y*-4- (6— z)« — 2^(6 — z) cosCJ^ 

-4- [z*-+- (c — x)' — 2x(c— x)cosAJ*. 

En éjgalant à o les dérivées de u par rapport à x, à y et 
à z, on trouve 

X — (a — y) cosB (c — x) — z cosA 

[x' +. (a — y)' — 2x (a — y) cosB]- [z* -*- (c — x)'— 2z (e — x) cosAJ^ 

et deux autres équations que Ton peut écrire immédiate- 
ment. Or si, des points E et F, on mène les perpendicu- 
laires EP et FQ sur AB, il est facilti de voir que I équation 
précédente n est autre que 

DP DQ 

— ; = -^ ou cos BDE = cos ADF. 

DE DF 
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Donc les angles BDE et ADF sont égaux. On prouverait 
de même que les angles BED et CEF, CFE et AFD sont 
respectivement égaux. 

Donc on obtient le triangle cherché en joignant entre 
eux les pieds des perpendiculaires menées des sommets 
du triangle donné sur les côtés opposés. 

Au lieu de résoudre les équations de condition du maxi- 
mum ou du minimum de u : 

du du du 

dx ^ dy ^ dz 

on cherche souvent, quand elles sont compliquées, à les 
interpréter, comme dans cet exercice , de manière à en tirer 
d'autres conditions que celles des valeurs de x, y, z, etc. 

16. On donne deux droites qui se coupent et deux points 
situés dans Tangle qu'elles forment. Trouver sur les droites 
deux points tels que la somme de leurs distances entre eux 
et aux points donnés soit minimum. 

Soient A le point de rencontre des deux droites données 
AX et AY; D et E les deux points donnés; G pris sur AX, 
F pris sur AY les deux points cherchés. Après avoir mené 
de E sur AX la perpendiculaire EP et, de D sur AY, la 
perpendiculaire DQ, soient tirées les droites GE, GF et FD. 

Posons 

AP = o, AQ = 6, EP =p, DQ == g, AG == X, AF = y. 

En représentant par u la somme des dj;oites GE, GF et 
FD, on trouve que 

u = [p» -f- (a — xf]* -4- [xV y*— 2xy cos A]^ -4- [7* h- (6 — y)*] * 
et, en égalant à les dérivées de u par rapport à x et à y, 
a — X X — y cos A 

- - s=^ : _ j 

[pî + (a — a;)*p [x'-i-y* — 2xycosA]^' 

^ — y y — xcosA 

[^« + {h—yff* [x* + y*— 2xy cos A]i 
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En interprétant ces équations, comme dans l'exercice 
précédent, on trouve que, dans le cas du minimum, les 
angles EGP et FGA sont égaux, ainsi que les angles AFG 
et QFD. De là , une solution géométrique facile. 

17. Étant donnés trois côtés d'un quadrilatère, détermi- 
ner les angles qu'ils comprennent de manière que la sur- 
face du quadrilatère soit maximum. 

Soient a, 6, c les côtés consécutifs donnés ;n — 6 langle 
des côtés a et 6; n — 0' celui des côtés b et c. 

En représentant par u la surface du quadrilatère, on 
obtient 

u = a6 sin 6 -4- 6c sin B' -i- ac sin (fl -4- ô'). 

En égalant à o les dérivées de u par rapport à 6 et à 9', 

6co8 -♦- c CCS (0 -♦- e') = o. . . . . (1), 
ôcose'-t- acos(e H- e') = o (2). 

L'élimination de 6' entre ces deux équations fournit, pour 
déterminer 0, l'équation du troisième degré 



/«« -f. 6» -4- c'\ , c' 

I ; 1 COS'e ----=0. 

\ 2a6 / 2a6 



De même on déterminerait 9'. 

Mais, en supposant le quadrilatère inscrit dans un demi- 
cercle dont le côté non donné du quadrilatère est le dia- 
mètre, on trouve que les conditions exprimées par les 
équations (1) et 1(2) sont satisfaites, le côté non donné du 
quadrilatère étant d'ailleurs 

(a* ^ 6* H- c* -»- 2a6 cos ef. 

18. Trouver dans l'intérieur d'un triangle un point tel 
que la somme de ses distances aux trois sommets soit mi- 
nimum. 

Soient A, B, G les sommets du triangle; a, 6, c les côtés 
opposés; le point cherché. 
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Si, de 0, on mène la perpendiculaire OP sur AB et que 
Ton pose 

AP = x,OP = y, 

on trouve qu'en représentant parti la somme des droites A, 
OB et OC, on a 

u = (a:«H- y*f h- [(c— x)Vy*]^ -+- [(x- 6cos A)*-f. (y -6sin A)»]* 

et, en égalant à o les dérivées de u par rapport à x et à y, 

^ c — X 6co8A— g? 

(x« -f- y»)* [(c - x)* -»- y'j- [(x— 6eos A)*+ (y-ôsin A)«]î' 

y y 6sinA — V 

(x» -f- y)« [(c- x)*-4- y'Ji [(x— 6cos A)*-4-(y-6sin A)']î 

Or, si Ton désigne par 9 et 6' les angles AOP et BOP, il 
est facile de voir que les équations précédentes fournissent 

. . 6 ces A — X 
sme — sine ss , 

[(x - 6 ces A)*-*- (y— 6sin A)']' 

6sinA — V 
coso -♦- cosd = ~ . 

[(x — 6 ces A)«-4- (y— 6 sin A)*]« 
Élevant au carré et ajoutant, on trouve 

i 

cos(o -I- e') = 

D où 6 ^- 0' = AOB == \ 20». 

On prouverait de même que AOC et BOC valent cha- 
cun 120«. 

En représenlant par ^ t? et w les droites OA, OB et OC, 
on trouve 

r' -4- t?u?-f- tt;*=a*, 
ti?'-4- iw H- (• =6% 
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équations qui donnent, en représentant / -h v -h ly par s, 



t 




s 


-4- 


6» 


-♦- 


c»- 


2a« 




5 






3s 








s 


H- 


a« 


-4-C*- 


26^ 


V 




i 






5s 








s 




a* 


-4- 


6*- 


2c* 


w 


— 


3 


-♦- 














3s. 





Ce problème est célèbre dans Thistoire des mathémati- 
ques et M. J. Bertrand en a donné une solution très-pra- 
tique dans le Journal de Liouville, tome VIII. 

Section IV. — Fonctions dont les variables sont liées 
par des équations. 

Soit u== f{x,y,z^v,w — ) 
une fonction de m-hn variables liées par les n équations 
L = o, M = o, N = o (1). 

Pour déterminer les valeurs des variables qui peuvent 
correspondre aux maxima et aux minima de u, on égale à o 
la différentielle totale de u et Ion différentie les équa- 
tions (1) par rapport à toutes les variables qu'elles contien- 
nent. Des n -h 1 équations ainsi obtenues, on élimine, 
souvent avec avantage par la méthode des multiplicateurs , 
les différentielles des n variables dépendantes et, dans 
l'équation finale, on égale à o chacun des coefficients des 
différentielles qui restent. Ce procédé fournit m équations 
qui, Jointes aux n équations (1), fournissent les valeurs 
cherchées. 

Pour chaque système de ces valeurs, on reconnaît qu'il 
y a maximum ou minimum au moyen des dérivées par- 
tielles du second ordre de u et des inégalités connues. La 
nature de la question exempte parfois de ce clilcul souvent 
laborieux. 
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RxeaiiMe I. 



Soit à chercher le maximum et le minimum de la fonc- 
tion 

ti = asin'x -+- ftsin'y, 

X cl y élant liés par 1 équation 

y — ^ = ^ (*)• 

Égalant à o la diiïérentielle totale de u et diiïérentiant(l), 

on a 

a sin 2xdx ■+■ b sin 2y dy «= o, 

dy — dx= 0. 

Éliminant dy et égalant à o le coellicient de dx dans 
réquation résultante^ on trouve 

a sin 2ar -+- 6 sin 2y = (2), 

cl le système des équations (1) et (2) doit fournir les valeurs 
des variables correspondant au maximum et au minimum. 

Or, de (1),on tire 

et, par suite, 

sin 2y = sin (2a: -*--)= ces 2x. 

Subsriluant cette valeur de sin 2y dans (2), on obtient 

b 

lang 2x = • 

a 
Doù 

sin«x = ^ i — ^^sin^y^- — ;- 

2(a«^6*)î 2(0» H- 6*)» 

^'^ w = i [a -♦- 6 dz (a« -4- 6«)^]. 

Le signe supérieur donne pour u un maximum et le 
signe inférieur un minimum. 
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Bxeaiple II. 

Par un point donné mener un plan tel qu'il forme avec 
les plans coordonnés un tétraèdre minimum. 

Soient Torigine des coordonnées rectangulaires ; A , B 
et C les points où le plan cherché rencontre les axes OX, 
OY et OZ; a, 6, c, les coordonnées du point donné. 

Posant OA = x, OB = î/ et OC = z, on trouve que la 
fonction dont il faut trouver le minimum est 





xyz 






les variahles étant liées par Téquation 






a 6 c . 

X y z 


. . . • 


. (i). 


La fonction proposée 


donne 






log u = logx 


-♦- logy -»- logz- 


— loge. 




Égalant à o la différentielle totale de 


cette expression et 


dififérentiant (1), on a 








dx 

-4- 

X 


dy dz 
y « 


j 




adx 


bdy cdz 







Entre ces deux équations, il faut éliminer dz et égaler 
à 0, dans Téquation finale, les coefficients de dy et de dx. 
On y parvient élégamment par la méthode du multiplicateur 
indéterminé. 

Multipliant donc la première de ces équations par le fac- 
teur indéterminé X, soustrayant de l'équation résultante la 
seconde équation, membre à membre, puis égalant à o les 
coefficients de dx, dy et dz, on trouve facilement 

abc 

xyz 
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D oïl 3a= -a h~=i,en vertu de réqualion (1 ). 

X y z 

Donc, A = ~ 

3 

et, par suite, 

9abc 
X = 3a, y = 36 , z s= 3c et « = — — • 

À 

On reconnaît aisément que cette valeur de u ne peut être 
qu'un minimum. 

Exemple III. 

Décomposer le nombre n en trois parties telles que la 
somme de leurs carrés soit maximum et que, multipliées 
respectivement par les nombres a, 6 et c, la somme algé- 
brique des produits soit nulle. 

Soient x, y, z les parties. 

On aura à chercher le maximum de 

u = x' -4- y' -♦- z\ 
les variables étant liées par les équations 

X H- t/ -4- 2 s= n, 

/ ' (t). 

ax H- by '\- cz-= o. 

Égalant à la dérivée totale de u et difTérentiant les équa- 
tions (1), on a 

xdx -+- ydy -♦- zdz = o (2), 

dx -\- dy -¥■ dz = . . ; . . (3), 
adx -♦- bdy -+- cdz = o (4). 

Entre ces équations il faut élimineras et dy, puis, dans 
réquation finale, égaler à o le coefficient de dx. On y par- 
vient élégamment comme suit : 

Multipliant (5) par l et (4) par — u (X et f/ étant des 
multiplicateurs indéterminés), puis additionnant, on trouve 

(//A -f- JT = A, V -♦- î/ ^ A, f^ -»- z = A . . (rj). 

10 
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. ioinlcs aux équations (1), il faut tirer 

/,•< »"''"'"' ,„( les étiuations (3), on a 

j^iiionmni de nouveau après les avoir multipliées 
^'lliivemeni par a, 6 et c, on trouve 
^^^^ (a« ^- 6* H- c') A* = (a -f- 6 H- c) >. 

posant « -f- 6 -+- r = s, et a* -f- />* -f- c* = Sj, les deux der- 
nières équations s'écrivent 

Si II 4- n = 3a , 

Dou f^=— retA = 



5^2 — Si* o.<Î2 — s* 

Substituant ces valeurs de u et de ). dans les équations (3), 
on trouve 

(5,— a.s,), 



(s^ — bsi), 



yc 




5.Sj 


n 


s,' 


s y 




3^2 




Si' 








n 





3s2 — s 
Le maximum demandé est donc 

î/ = -g [(5î - aSif ^ (Sî — 6s,)* -»- (s,— c,s,)*J. 

(3sj— s,*) 

Exemple IV. 

Partager im nombre donné a en ^i parties telles que leur 
produit soit un maximum. 

Soient x,y, z, v, w — les n parties, on aura à cher- 
cher le maximum de 

Il = xyzvw , 

les variables étant liées par Téquation 

X -4- 1/ -♦- z -*- u -*- W7 -H . . . . = « . . . (i). 
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Égalant à o la diflerendelle logarithmique de u et difTé- 
renlianl (1), on a 

dx dy dz dv dw 

— H 1 1 1 h ...=o, 

X y z r w 

dx -{' dy -^ dz -«- f/v -♦- rfw; h- . . . = o. 

Multipliant la première équation par le multiplicateur 
indéterminé 1^ additionnant Téqualion résultante avec la 
seconde équation et égalant à o les coefficients de dx, dy^ 
dZy dvy du; ... , on trouve 

A = x = y = z = t? = ti? = 

D'où nA == a et A = - • 

n 

Donc x = v = ^ = v = M7.... = -etw=(- • 

Ce problème permet d'en résoudre nombre d autres très- 
facilement. 

a' 6* 
X» y 
les variables étant liées par Téquation ac -+• y == c. 

a» 6» 
Pour x = c —^ i et y = c ~ — , on trouve 

a* -4-6* a» -+- 6' 

u =— f a» H- 6' j f a* -+- 6* j, un minimum. 

X et y étant liés par lequation 4sinx — Zeosy = o. 
On trouve 

t/ = a arc sm I - 1 -f- *> arc cos — = o,i .)b . . , un maxmium. 

5. M = {tnx ■+- n) {ny ■+■ m), 
X ci y étant liés par Téqualion a"*' -h b^^^c. 
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De ces équations, jointes aux équations (1), il faut tirer 
les valeurs de x , j/ , x , X et (j.. 

Additionnant les équations (5), on a 

(a -♦- 6 -4- c) /x -+- n = oA. 
Les additionnant de nouveau après les avoir multipliées 
respectivement par a, 6 et c, on trouve 

(a« ^- 6« ^ c*) ^ = (a -f- 6 -4- c) /. 
Posant a H- 6 -4- r = s, et a* -4- />*-+- c* = s,, les deux der- 
nières équations s'écrivent 

,s, |x 4- n = Sa, 

D ou fi== — r et A == - - 



Substituant ces valeurs de fx et de ). dans les équations (3), 
on trouve 

(.s,— as,), 



Le maximum demandé est donc 



1/ == ^ [(Sî - «sO' -4- (Si — 6s,)* H- (s,— CS,)*J. 

(3sj— s,*) 

Exemple IV. 

Partager un nombre donné a en n parties telles que leur 
produit soit un maximum. 

Soient x, y, z, v, rv ,.,, les n parties, on aura à cher- 
cher le maximum de 

ti = xyzvw , 

les variables étant liées par Téquation 

X -4- 1/ -♦ z H- u -*- M? -H .... = « . . . (i). 
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Égalant à o la diflereniielle logarithmique de n et diflë- 
renliant (1), on a 

dx dy dz dv dw 

— H 1 1 1 h ...=o, 

X y z r w 

dx -^^ dy -^ dz -«- r/v ^ rfw; -♦-... = o. 

Multipliant la première équation par le multiplicateur 
indéterminé )., additionnant Téquation résultante avec la 
seconde équation et égalant à o les coefficients de dx, dy, 
dz, dv, dw ..., on trouve 

x = x = y = z=^v = w= 

D'où wA = a et A = - • 

n 

Donc x==T/ = r = v = M7.... = -etw=(-) • 

n \n/ 

Ce problème permet d'en résoudre nombre d autres très- 
facilement. 



X* y* 
les variables étant liées par Féquation x -+• y == c. 

a» 6» 
Pour X = c —^ i et f/ = c -y 7 , on trouve 

a* -4-6* a» -+- 6* 

w =— f a» H- />» j f a* H- 6* j, un minimum. 

2. « = 5x -+- ùy, 
X et y étant liés par l'équation 4sinx — Zeosy = 0. 
On trouve 

w == o arc sm I - 1 -f- ù arc cos — = 0,1 jd . . , un maxuiium. 



5. M = (wîx ■+- n) (ny -t- m), 
X et y étant liés par l'équation oT' -h 6"^ = c. 



l.iO EXERCICES MÉTHODIQUES 

des arêtes est la même, quel est celui dont le volume est 

le plus grand? 

Soient x, y, z trois arêtes contiguës, a leur somme. 

On aura à chercher le maximum de 

u = xyz , 

X, ijy z étant liés par l'équation 

X -i y -^ z = a. 

C'est le problème présenté comme exemple IV. 

a a' 

Pour x = î/ = j2 = — »u = — -» un maximum. 
^ 5 27 

12. De tous les cylindres droits, à base elliptique, que 
Ton peut inscrire dans une sphère donnée, quel est celui 
dont le volume est maximum ? 

Soient x eiy les demi-axes de Tellipse de base; z la hau- 
teur du cylindre; a le rayon de la sphère. 
Il faudra chercher le maximum de 
u = TTxyz , 
les variables étant liées par l'équation 
X* -h y' -♦- z* = a'. 
En faisant usage des logarithmes et du multiplicateur 
indéterminé, on trouve que pour 

a 

Tra* , . 1 1 r 

u = — -est le maximum cherche. 
51/3 
L'ellipse^e base doit donc être un cercle. 

13. Plus courte distance d'un point à un plan. 
Soient a, 6, c les coordonnées du point; 

Ax -4- By -♦- Cjs -H D = l'équation du plan . . (I). 
On aura à chercher le minimum de 



u = J/(a; — «)« -4- (y — 6)' -+- (z — cf, 
X, y ei z étant liés par l'équation (1). 
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Égalant à o la différeiuiclle lolalc tic u et lUITtuTn- 
lianl (1), on a 

(x — a)dx -^ (jj — 6) dy -^ (z — c)dz = o^ 
kdx -4- Brfi/ H- Cdz = 0. 

En faisant usage du nuiltiplieateur indcterniiné, on trouve 
X — a y — b z — r 
A "" ~B "" C 
D où, par les propriétés cQnnues des rapports égauv, 



{x-af -4- [y-bf -f- [z-cf ^ ^ \/{^j,-af^(y-hY^{z-,f 
A(x-a)-+-B(i/— /;)-hC(z— c) V/A» -f- B» -t- C* 

ou U^ Il 



— (Aa -♦- B6 -+- Ce -+- D) V/A*Vb* -+- C 

D où A« -H B6 -+- Cf; -4- D 



ipl/A'-t-B^-t-C* 

14. Maximum et minimum de la distance d'un poiuT 
donné à une sphère donnée. 

Soient a, 6, f les coordonnées du point donné; x, y^ z \m 
coordonnées courantes des points de la sphère; a, P, y les 
coordonnées de son centre; R son rayon. 

On aura à chercher le maximum et le minimum de 



u ^ |/(x — af -♦- (// — bf -\-{z — c)\ 
l'équalion de la sphère 

(x-^af-^-(y-r^f-^{z-rf==\\^, . - (1) 
liant les variables. • 

La règle fournit les équations différentielles 

{x — a)dx -^ {y — b) dy -*- (z — c) dz = o . , ( :!), 
{x — cL)dx-*-(y--p)dy-i'(z — y)dz = o . . (:>). 
Soustrayant ces deux équations, on trou\c que l'iiur 
d'elles, (2), peut être remplacée par 

(a — a) rfx -♦- (6 — /3)rfy-*-(c — 'y)dz=o. . (i). 



i 
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Multipliant (4) par le facteur indéterminé l, retranchant 
(5) et égalant à o les coefficients des différentielles, on 
trouve 

a— et 6— p c-r l/(a— a:)' -+. (6— p)«-H (c-y)» 

D où, en représentant par D la distance du point donné 
nu centre de la sphère , laquelle est 



R 

X — a==±-{a — a), 

R 

^ — r = ± ~ (c - r). 

Et, par substitution, w =D ± R. 

Le signe supérieur correspond au maximum, le signe 
inférieur au minimum. 

1 S. La surface (a;* -+- 1/' -^ zy = a'x* -f- b^if -f- cV (1) est 
coupée par le plan Ix -h my -^nz=o. Trouver le maxi- 
mum et le minimum de la distance du centre de la surface 
à un point du périmètre de la section. 

En représentant par r la distance dont il s'agit, il faudra 
déterminer le maximum et le minimum de 

r' = X* -♦- y* -4- z*, 

k's variables x,y, z étant liées par les deux équations de la 
surface et du plan. En opérant comme dans Texemple III, 
on trouvera pour déterminer le maximum et le minimum 
dv r réquation 



■ 0. 



(1) est la surface d'élasticité et lëquation précédente sert 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. iUS 

à trouver les vitesses de Fonde propagée dans un milieu 
cristallisé. (Frcsnel et Herschell.) 

16. Un paraboloïde elliptique est coupé par un plan per- 
pendiculaire à Taxe. Trouver le plus grand parallélipipède 
rectangle que Ton puisse inscrire dans la portion de para- 
boloïde déterminée par le plan sécant. 

Soient a la distance du plan au sommet du paraboloïde; 
Xy y, z les coordonnées de Tun des points communs au 
paraboloïde et au parallélipipède. 

Il faudra chercher le maximum de 

w = 4(a — x)yz (volume du parallélipipède), 

x^ y, z étant liés par Téquation du paraboloïde 

V* s' 

— -+- — == X. 

On trouvera que, pour 

le maximum est 

u = a* i^pq. 

Si le paraboloïde était de révolution, on aurait u = a*p. 

17. Trouver Taire de la section faite dans un hyperbo- 
loïde à une nappe par un plan qui passe au centre. 

La section est une ellipse dont les axes sont les valeurs 
maximum et minimum du rayon vecteur 

r = i/x* -4- y* -4- z*, 

les variables x,y ci z étant liées 

X» y' z* 
i" par h -— — -—=1, équation de rhyperboloïde ; 

S** par Ix -4-my-4- wjr=o, équatidn du plan sécant. 
En opérant comme dans Texemple III , on trouve pour 
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De ces équalions, jointes aux équations (1), il faut tirer 
les valeurs de x, ?/, r, / et a. 

Additionnant les équations (3), on a 

(a -4- 6 -4- c) fx -+- n = 5a. 
Les additionnant de nouveau après les avoir multipliées 
respectivement par a, 6 et c, on trouve 

(a* -♦- 6* -♦- c*) /u = (a H- 6 -f- c) >. 

Posant « -f- 6 -f- r = 5, et a* H- />* -f- c* = Sj, les deux der- 
nières équations s écrivent 

, Si II -f- n = 3A5 

Tx^ , nst nst 

D ou u= r et A ■' 



Substituant ces valeurs de a et de ). dans les équations (3), 
on trouve 

a: = (5, — a.s,), 

Le maximum demandé est donc 

M = ; [ (Si - aSif -4- (St — 6s,)* H- (.s, — c.s,)«J. 

(5sj— Si*) 

Exemple IF. 

Partager un nombre donné a en n parties telles que leur 
produit soit un maximum. 

Soient x, y, z, v, w — les w parties, on aura à cher- 
cher le maximum de 

u = xyzvw , 

les variables étant liées par Téquation 

X H- 1/ -♦ Z -4- 17 -4- «7 -4- .... = « . . . (i). 
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Égalant à o la diflerendelle logarithmique de u et diiïé- 
rentiant (I), on a 

dx dy dz dv dw 

— H 1 1 1 h ...=o, 

X y z \w 

dx -^ dy -^ dz t- dv -*- dw -^ ... = o. 

Multipliant la première équation par le multiplicateur 
indéterminé 1, additionnant Téqualion résultante avec la 
seconde équation et égalant à o les coefficients de cfjc, d//, 
dz, dv, dw ..., on trouve 

A = X = y = JZ = t7 = tl7== 

D ou nA = a et A = - • 



a aY 

^ n \nl 



Ce problème permet d en résoudre nombre d autres très- "- 
facilement. 



a» 6* 
X* y* 
les variables étant liées par lequation x -h y == c. 
*- f*- 

Pour X = c -^ i et y = c — 7 , on trouve 

a» -4-6* a* -+- 6» 

M=— f a» H- 6»j f a* -+- 6'j, un minimum. 

2, 1/ = 5x H- 5y, 

X et y étant liés par Téquation 4sinx — Scosy = 0. 
On trouve 

M = 5 arc sin I - ) -f- 5 arc cos — = 5,1 .*i5 . . , un maxmium. 

5. u ={mx -+- n) {ny -4- m), 
X et y étant liés par lequation a"" -+■ b''^ = c. 
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En faisant usage des logarithmes et de la méthode du 
niuliiplieateur indéterminé, on trouve que 

log (a"b"'c) log (a"6'"c) 

pour wxH-w = , et wt/ -f- m = ; — ? 

^ 2ïoga ^ 2log6 

__[log(a"6'"c)]' 



. un maximum. 



41ogalog6 
4. M = (x -4- tt) (t/ -+- 6) {z -+- c) , 

Xy y ex z étant liés par lequation 

En opérant comme dans lexercice précédent, on trouve 
aisément les valeurs dex4-a,?/-+-6,z+cetde 

(log Aa"6V)' 

u = , un maximum. 

27 log a log 6 loge 

î>. îi = xyV, 
réquation x -h my^ -+- wz^ = a 

liant les variables. * 

Par la méthode du multiplicateur indéterminé , on trouve 
facilement 

a' 
u = ~- — , un maximum. 
27m/i 

6. u = cos X cos 1/ cos z , 

lequation de liaison des variables étant 

En égalant à o la différentielle logarithmique de la fonc- 
tion et employant le multiplicateur indéterminé, 

tang X = ta nç t/ = tang z. 

D'où 77 \ 

X = v = c = et u = —, un maximum. 

7. M = (a'- 1)(6î' — i){r - I), 

X, y y z étant liés par lequation a'b'^ir = A*. 
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Faisant usage des différemiellcs logariihmiqucs et du 
multiplicateur indéterminé, 



un maximum. 






l'équation de liaison étant x\t/z' = A. 

Opérant comme dans les exemples précédents, on obtient 
pour maximum de la fonction proposée 



M= — 



(«-1)('>-1)(c~l) 

les variables jc, t/, r et / étant liées par l'équation 
X -+- 2t/ -+- oz -f- 4i = fl. 
On trouve pour maximum de la fonction 

10. L un des angles obliques d'un triangle sphérique 
rectangle est donné : déterminer les côtés qui compren- 
nent cet angle, de sorte que leur différence soit la plus 
grande possible. 

Soient a l'angle donné, ç et 9 les côtés qui le compren- 
nent, (p représentant l'hypothénuse. 

Il faudra chercher le maximum do 

cp et 9 étant liés par l'équation 

tang0=:cosa tang^. 
On trouvera que pour 

I L 

lang?» = (sec a)'* et tange î= ((•osa)% 
u est maximum. 

! 1 . De tous les parallélipipèdes rectangles dont la somme 
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dt^s arêtes est la même, quel est celui dont le volume est 

le plus grand? 

Soient x, y, z trois arêtes contiguës, a leur somme. 

On aura à chercher le maximum de 

u = xyz , 

X, y, z étant liés par I équation 

X -i y ■+- z = a. 

C'est le problème présenté comme exemple IV. 

a a' 

Pour x = v = 2 = — » w = :i— » un maximum. 

12. De tous les cylindres droits, à base elliptique, que 
Ton peut inscrire dans une sphère donnée, quel est celui 
dont le volume est maximum ? 

Soient x eiy les demi-axes de Tellipse de base; z la hau- 
teur du cylindre ; a le rayon de la sphère. 
Il faudra chercher le maximum de 
u = nxyz , 
les variables étant liées par Téquation 
X* H- y' H- z* = o*. 
En faisant usage des logarithmes et du multiplicateur 
indéterminé, on trouve que pour 

a 

Il = — -est le maximum cherché. 

L ellipse^e base doit donc être un cercle. 

13. Plus courte distance d'un point à un plan. 
Soient a, 6, c les coordonnées du point; 

Ax -♦- Bt/ -f- Cz -t- D = rcquation du plan . . (J). 
On aura à chercher le minimum de 



u^V(x--af -f- (y — bf -t- (z - c)\ 
X, y et z étant liés par l'équation (1). 
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Égalant à o la différentielle totale de m et diffénii- 
tiant (1), on a 

(x — a)dx -\- (y — b) dy -^ {z — c)dz = o. 

kdx ■+■ Bdy ■+■ Cdz = o. 

En faisant usage du multiplicateur indéterminé, on trouva- 
X — a y' — 6 z ■ 



(' 



ABC 
D où, par les propriétés CQnnues des rapports égaux, 



A(x~a)-vB(i/— 6) + C(z— c) \/a*-4- B*-vC* 

ou ff_ Il 

— {\a -4- B6 -+- Ce H- D) V/A*^ B' -^ C 

D où Aa -+- B6 -f- Ce -+- D 



ipl/A'-4-B*-4-C* 

14. Maximum et minimum de la distance d'un point 
donné à une sphère donnée. 

Soient a, 6, c les coordonnées du point donné; x, y, z les 
coordonnées courantes des points de la sphère; a, (3, y les 
coordonnées de son centre; R son rayon. 

On aura à chercher le maximum et le minimum de 



u = l/(x — uY -\- (y —1))' -+- (z — c)*, 
réqualion de la sphère 

liant les variables. • 

La règle fournit les équations différentielles 

{x — a) dx -^ (y — b) dy -*- [z — c) dz = o . . |;i), 
{x — ot)dx-^(y'-[6)dy-^{z-^y)dz = o . . (ri). 
Soustrayant ces deux équations, on trou\e que Tum' 
d'elles, (2), peut être remplacée par 

(o — a)rfx-4-(6 — /3)rfy-4-(c — y)dz=0. . (4). 
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Multipliant (4) par le facteur indéterminé /, retranchant 
(5) et égalant à o les coefficients des différentielles, on 

imuve 



ar ^g // — 6 z—y l/(x— a)' -»- (y— p)* -♦- {z—rf 

„— a 6— p c— r l/(a —a:)* + (6 — p)* -H (c -r )' 

D où, en représentant par D la distance du point donné 
HU centre de la sphère, laquelle est 



X — a = zfc-(a — a), 

R, 

z — r = ± - (c -- r). 

Et, par substitution, w =D rfc R. 

Le signe supérieur correspond au maximum , le signe 
inférieur au minimum. 

1 5. La surface (x* -v- 1/* -\- js')' = a'x' -+- 6y -f- cV (1) est 
coupée parle plan Ix -h my-^nz=o. Trouver le maxi- 
mum et le minimum de la distance du centre de la surface 
■j un point du périmètre de la section. 

En représentant par r la distance dont il s agit, il faudra 
rl/acrminer le maximum et le minimum de 

r' == X* -4- y* -4- z*, 

It^s variables x,y, z étant liées par les deux équations de la 
surface et du plan. En opérant comme dans Texemple III, 
on trouvera pour déterminer le maximum et le minimum 
de r réquation 



'0. 



(1) est la surface d'élasticité et lequation précédente sert 
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à trouver les vitesses de Tonde propagée dans un milieu 
cristallisé. (Frcsnel et Herschell.) 

16. Un paraboloïde elliptique est coupé par un plan per- 
pendiculaire à Taxe. Trouver le plus grand parallélipipède 
rectangle que Ton puisse inscrire dans la portion de para- 
boloïde déterminée par le plan sécant. 

Soient a la distance du plan au sommet du paraboloïde; 
X, y, z les coordonnées de l'un des points communs au 
paraboloïde et au parallélipipède. 

Il faudra chercher le maximum de 

u^=^(a — x) yz (volume du parallélipipède), 
X, y, z étant liés par Téquation du paraboloïde 

On trouvera que, pour 



i-(?)'-=(f)" 



le maximum est 

u = a' l^pq. 

Si le paraboloïde était de révolution, on aurait u = a'/). 

17. Trouver Taire de la section faite dans un hyperbo- 
loïde à une nappe par un plan qui passe au centre. 

La section est une ellipse dont les axes sont les valeurs 
maximum et minimum du rayon vecteur 



r =: i/x* H- t/* H- z\ 

les variables x,y ci z étant liées 

X î/ z 
1" par h ï== 1> équation de Thyperboloïde ; 

2" par Ix -4-my-4- nz==o, équatidn du plan sécant. 
En opérant comme dans Texemple III, on trouve pour 
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{léïerminer le maximum et le minimum de r l'équation 



= 0, 



Ordonnant par rapport aux puissances décroissantes der' 
t:l divisant par le coefiicienl de (H)*, on trouve que le der- 
nier terme, produit des deux racines, est 





a*/*-+-/M*— cV 


Donc 


Pairç cherchée est 




nahc 








V/aV-i-6W — cV 



18. Trouver la surface de Tellipse dont Téquation est 

A(x~af ^2B(x-«)(î/~p)-4.C(f/~p)»-+-i=ro(l), 

Jt et (3 désignant les coordonnées du centre. 

Les axes de Fellipse cherchée sont les valeurs maximum 
ci minimum du rayon vecteur dont le carré est 

r' = (x — a)^ -^ {y-^pf ^2(x — a) (y — J3) cosô, 

étant langle des axes et x, i/, z étant liés par I équation 
lie la courbe. 

Égalant à o la différentielle totale de r, différentiant (I) 
cl faisant usage du multiplicateur indéterminé >, on trouve 
iiue les coefficients de dx et de dy, égalés à o, donnent 

A [(x — «)-+-(?/ — P) COSO] -4- A(X — a) -♦- B(l/ — p) = 0, 

A [(y — p) -f- (x — a) cose] -4- C (t/ — (3) ^- B(x — a) = o. 

Multipliant la première de ces équations par x — a, la 
.■seconde par y — (3 et additionnant, on trouve 

\ 

A?'2 — 1=0, d'où A = -r • 

j,2 
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Substituant cette valeur de "k dans les deux équations, on 
peut écrire les résultats comme suit : 

(- -4- Aj (x — «) -♦. f— cose -4- B j (*/ - p) = 0, 

(-^ cose-i-Bj (x - a) H- (i -+- c) (y - p) = 0. 

Pour éliminer x — a et y — (3, il sufïit de remarquer 
que les seconds membres de ces équations étant nuls, le 
dénominateur commun de x — a et y — (3 doit être nul 
aussi , ce qui fournit 

(^-A)(l.-.c)-(icosa.B)' = o. 

Doù 

(AC — B«) r* H- (A -f- C — 2B ces o) r* -*- sin* o = o. 

Après avoir divisé par AC — B*, on voit que le dernier 

, , . , . , . sin* e 

terme de cette équation, produit des racines, est 

„ . . , , TTsine AC — B 
et que, par conséquent,! aire cherchée est — • 

19. Trouver le volume de rdlipsoïde dont lequation est 

«X* -f- a y* ■+- a"z* -+■ *2byz -f- %'xz -4- 26"xf/ = c. (i). 

Les axes principaux de Tellipsoïde sont les valeurs maxi- 
mum et minimum du rayon vecteur 

r = V/x^ -f- y* -4- z" (2), 

les variables étant liées par Téquation (1). 

En égalant à o la différentielle de (2), différentiant (1) 
et faisant usage du multiplicateur indéterminé X , les coeffi- 
cients de dxy dy, dz égalés à o donnent 

>x -+- ax H- b'z -4- h"y = o, 

\V ■*" ^'y -+- 65; -4- h"x = , . . . . (3). 

/z -4- a"z -^ by -i- b'x = 0. 
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Multipliant ces équations respectivement par x, y, z ei 
jtdditionnant, on trouve 



c 



Substituant cette valeur de l dans les équations (3), il 
y'wui 

(i "" "j*^ — ^ y — '^'^ "^ ^' 

6"x— (^— «').V -^bz =0, . . . (4). 
b'x H- 6t/ -— (~ — a"|z = e. 

Pour éliminer x, i/, z, même remarque que dans l'exer- 
cice précédent, ce qui fournit 

(^«)(p-")a-«")-'-(?-»)-''(?-"-) 



-(?-"•■) 



%b'b"=o. 



Ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de r' 
vt aljservant que le dernier terme est le produit des racines , 
et par conséquent celui des carrés des axes principaux, on 
rrouve pour le volume cherché 



%n 



^ {aa'a" - ab^ — aV^ — a"b"^ -4- 2667/')^ 

20. Trouver la plus petite ellipse que Ton puisse cir- 
conscrire à un triangle donné. 

Soient OXY le triangle donné; OX == a, OY = 6 et 
lajigle Y'OX = G. En prenant pour origine, OX et OY 
pour axes des x et des ?/, et représentant par a et (3 les 
coordonnées du centre de Tellipse cherchée, lequation de 
celle courbe peut s'écrire 

A (;c- a)* ^ 2B(ar — <%)((/ —^) ^C{y--0f^\ = o. (I). 
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En exprimaiU que la courbe doit passer par les poinis 
O, Xet Y, on obtient trois équations qui fournissent pour 
les coefficients A , B et C : 



B 



C = 



a (ab H- /3a — ab) 

(^2oi — a)(2$'-b) ^ 
2ai3(a6 -^pa'—ab) 

2«— a 



/3 (a6 -♦- pa — ab) 
I/aire de Tellipse (1) est 



- 1 (voir 1 exercice 18.) 



(AC — B')^ 

expression qui sera un minimum si AC — B* est un niaxi- 
inum. Substituant les valeurs de A, B, C dans AC — B* et 
cherchant quelles sont les valeurs de a et de ^ qui corres- 
pondent au maximum de la quantité résultante, on trouvt' 







a 
"=3 


6 
et 0=-- 
3 






Par 


suite , 












A = 


-i,B = 


- ^ c- 


5 




L'airé cherchée est donc 












31/3 


ab si 11 0. 












(Euler, 


Solution 


de Bérard.) 



m EXERCICES METHODIQUES 

CHAPITRE XL 

TANGENTES ET NORMALES DES COURBES PLANES. 



En désignant par x' et y' les coordonnées courantes; 
]ïur xety celles du point d^ contact de la tangente; par S/, 
H„, T et N, la sous-tangente, la sous-normale, la tangente 
H la normale, on a 

A. En coordonnées rectilignes rectangulaires. 

^. L'équation de la courbe étant de la forme y = f(pc)' 

dy 
{^) !/' — 2/ = "7^ (^' — ^)5 équation de la tangente; 
dx 

i 

("I) y' — y = j- (x' — a:), équation de la normale j 

dx 
S. = ^..(3); S. = yg . . (4); 
dx 

■'■-='. A74--<*''-'\/'-(l)' 



n/"(,I) 



(0); 



vij p désignant la perpendiculaire menée de lorigine sur 

In tangente, 

dy 
y ~x—- 
•^ dx 

P=- , - (7). 
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(3. L equaiion de la courbe élanl de la forme F(x, ?/) = o. 

dF (/F 

(8) {t/ — !/) J- "*- (•^'' — ''')t~ ^^ ^' ^qnalion de lalangenie; 

dF dF 

(9) {y' — y) — — (x' — ^) T~ =*09 équation de la normale : 

dx dy 



dV 



rfF 



dy ,,^. „ dx 



dx 



rfF 



T=.y 



v/: 



rfF\« 
rfy 

rfF 

\dil 



{12);N=y 



>/■ 



rfx 

rfF 



(15); 



;> = 



rfF rfF 



N/(S"'M|f 



(H). 



B. En coordonnées polaires. 



t et r représentant l'angle polaire et le rayon vecteur, 
y. l'angle de la tangente et du rayon vecteur, 



^"-dt- 



(13), S, = — (Ml). 

Tt 



T = r 




^-7|j-.('')'^=V'-^(S'-f'^>' 



dt 



v-dj 



(20). 



W EXERCICES MÉTHODIQUES 

Exemple I. 

Trouver les éléments principaux de I ellipse dont 1 equa- 

ifnn est 

ar 6* 
Va} dérivant, ou trouve 

rfF_2jr -ç/F__2^. 

dF rfF , 
vi.en remplaçant -7- et — par leurs valeurs, on tire suces- 
dx dy 

sivement : 

1" De réquation (8), 

2v 2x 

Oit ^^_|, 

pour équation de la tangente. 

"1" De réquation (9) , 

2a: 2y 



a 



6* 



OU (î/' — y)x (x' '-x)y 



0» 


6' ' 


»uiir équation de la normale. 




5" De l'équation (iO), 

2.V 
6* 


a' — x' 


'• = --'^ii = 


JC 


«' 




i" De l'équation (H), 

-2x 




"^ 


6* 



*"" " '^Sy «'''• 
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a^ Delequalion (12), 






6*» Delëquation (13), 



2x 



-"■'iV$^î 






y/' 



1% 

6» 
7" De 1 équation (14), 

a: . 1- v. — 



P = 



N/e)*-(i)' n/m: 



Ces éléments peuvent servir à en calculer d'autres. 

Ainsi, en faisant tour ù tour y' = o et x' ^=o dans 
l'équation de la tangente, on trouve que les distances di- 
Forigine aux points où la tangente coupe les axes des x ei 
des y sont 

X s= — et V = — • 

•^ -^ y 

Il en résulte que la surface du triangle compris entre In 

rangenle et les axes est , et que la portion de tangente 

inlerceptce par les axes est 



6* 

y' 

De Texpression dep, on tire 



Vi 



V a* 6» p 



II 



4tf4 EXERCICES MÉTHODIQUES 

tl, par suilc, la portion de langeiiie irouvée |)eiU sVerire 

il la longueur (le la langenle, -* • 

La sousiraclion donne 

^ = (6* — /) = — • 

jixy px pxy py 

Le produit des portions de tangente comprises entre le 

point de contact et les axes est donc 

a*y h^x a^b^ 

px py "" p' 

On calculerait facilement encore que la distance du foyer 

i\ la tangente a pour expression 

a«fe« 

, c étant égal à va* — 6* , 

p (a^ ■+■ €X) 

et que Tabcisse et lordonnée du point où cette perpendi- 
culaire rencontre la tangente sont respectivement 

aF (c -4- x) éy 

. et , ^ ' 



La distance du ccmre de lellipse à ce point est, par con- 
séquent , 



V 



a* (c -+- xY a^y^ 



(a* -4- cxf (a* H- cxf 
comme on le trouve en géométrie analytique. 

Rxemple II. 

Calculer les éléments principaux de la spirale logarilh- 
mique dont lequation est 

r = f/e*'". 

dr 
1° L'équation (15) donne, puisque — = m^/e*"*, 
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Il en résulte que le lieu des extrémités de la sous-nor- 
male est une spirale semblable à la proposée. 
2® L équation (16) fournit 

!•• r 1 , 
S, == — = ~ == - f»e"". 
mr m m 

Le lieu des extrémités de la sous-tangente est donc enrort? 
une spirale semblable à la proposée. 
3" D'après Téquation (17), 

4*" En faisant usage de Téquation (18), on trouve 

N = l/r' -f- mV« = r V/li ni*. • 
5" On obtient, équation (19), 

r 1 

tangfx=- =-• 

L angle de la tangente et du rayon vecteur est donc can* 
stant. 

6" Enfin, en employant leqiiation (20). on obtient 
r* r 



/> = 



\/?^mV* l/TTm' 



1. La somme des distances de lorigine aux points on ta 
tangente rencontre les axes est constante dans la courbe 

y=(i/â-v/a;)'. 

On trouve, en effet, que la somme cherchée est a, 

2. La tangente à la courbe 

jr H- V/o* — y- o -4- V/a' — y* 

est constante. 



j 
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En effet, on obtient, T = r?. 

3. Dans la courbe dont I e(|uation est 



y 



1» somme de la tangente et de la sous-tangente est propor- 
lionnelle au rectangle des coordonnées du point de contact. 

La somme dont il s agit est -^* 



a 

4. Dans la spirale hyperbolique dont lequation est 

a 
"" t 
U' lieu de rextrémité de la sous-tangente est un cercle. 

On trouve S, = o. 

5. La courbe qui a pour équation 

46,/ = 4«6x — (a*-+-1)x* 
fait avec Taxe desabcisses deux angles supplémentaires Tun 
lie Tautre. 

x = oelx = sont les abcisses des points où la 

a* -+- i 

tourbe rencontre Taxe en question et, pour ces valeurs 

«le ac, on trouve 

dy du 

--^ = a et -~ = — a. 

dx dx 

6. L aire du triangle compris entre la tangente à Thy- 
licrbole xy = fc* et les axes-asymptotes est constunle. 

L'expression de cette aire est 2fc*. 

7. Le centre d'une ellipse coïncide avec le sommet d'une 
l>arabole et le grand axe de la première courbe est perpen- 
diculaire à l'axe de la seconde. Pour que Tellipse coupe 
la parabole à angles droits, quelle doit être son excentricité? 

1.2 



Soient -- -+- ^= 1 1 1 x* = 2;jy 

s équations do l'ellipse et de la parabole. 
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Les coefficients angulaires des tangentes aux courbes , 
aux points communs, sont respectivement 

dy 6*x dy x 

dx a^y dx p 

et la condition de perpendicularité des tangentes fournit 
aisément pour rexccntricité e cherchée 

X 

8. Dans la spirale dont lequation est 

Tangle de deux tangentes menées aux extrémités d'une 
corde passant par le pôle est constant. 

En effet , on trouve iJL = nt et, en désignant par ;/' Tanglc 
correspondant à < h- tt, |x' ==r n (t -+■ n). 

La différence de ces deux angles, ou langlc des tangentes 
dont il s'agit, est donc nn. 

9. Dans rhypocycloïde 

? * ? 

x^ -+- y^ = a' , 

prouver que la portion de tangente interceptée par les axes 
est constante et chercher l'expression de la perpendiculaire 
menée de lorigine sur la tangente. 
La portion de tangente est a 

^^ p = {axyf. 

10. Dans la cardioïde 

r = a(\-- cosf), 
Tangle du rayon vecteur et de la tangente est la moitié de 
celui que le rayon fait avec Taxe polaire, et les cordes pas- 
sant par le pôle sont de longueur constante. 

On trouve a = - e. 

^ 2 
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D'autre part, en désignant par r' le rayon vecteur de 
même direction que r, mais de sens opposé, on a 

r' = a [l — ces {t H- tt)] = a (i -+- cost). 

Donc, r -h r^ =^ 2a. 

11. Distance du pôle à la tangente et angle de celle-ci 
avec le rayon vecteur dans la courbe dont Téquation est 

ra=a(sect — tangf). 

On trouve 

2ttr î2or* 

tangfA = — ~— — ,p = 



12. Eléments principaux de la courbe logarithmique 
dont réquation est 

y = ce". 
On trouve 

y' — y .c' — X 

^ -, pour équation de Ja tangente; 



y a 

y — y ^' — ^ 

a "" y 



, pour équation de la normale ; 



a ^ a 

y [a — x) 

1 3. Éléments principaux de la cissoïde de Dioclés 

^ a — X 

X* (5a — 2x) 
y' — yz= ^- (x' — x) est réquation de la tangente; 

2 (a — x)* 

2 (o — x)^ 
y — y = j (x' — x), réquation de la normale; 

x*(3o — 2x) 
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, _ "Ix (a — x) , _ x^ (5a — 2x) 

Xi ^ /ia — 3jr , ax . .- . ^— r 

T = V ; N = -Vx 4rt — 3x)| 

ôa-2xV le — X -2 a — x * '* 



X- 

/>= . : - 

l/4tt — 5x 



14. Éléments principaux de la cycloïde 

tt — y , / 

X = a . arc cos — V luy — ly*. 

a 

On obtient 

^(x — x), pour é(iuation de la tangente; 

^ '. 
ij' — î^ = — \/ ' - (x' — x), pour équation de la normale; 

y Vy — X V^^lu — y 



V = 



Via 
!•>. Éléments principaux de la ditiiiietlc 

On obtient 



y — y X — X 

' — , pour équation de Ja tangenle; 



y' — y ^' — ^ 



|/y*-«« 



, pour ëqualion de la normale; 



i 

â 
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S«=7(e^-e"^); S,= — ^L; 

Quand x = o,p = a. 

16. Éléments principaux de la circonférence dont un des 
points est pris pour pôle. 
La circonférence a pour équation r = a cost. 







s, 




r' 




s„= 


-Va'-r*, 
r 








T = 

lang/ 


a 


r' 


l/â'- 


7' 





17. Éléments principaux de la lemniscate 
r' = a* ces 2f. 



En représentant |/a* — r* par R, on obtient ; 



S„ _, S,= --,T= — , 



N=-, tang,* = — -,p = 



r ' ""'" R "^ â* 

18. Éléments principaux de la spirale elliptique 



Va* — 6* t = a . arç cos • 



En représentant par R la quantité |/r' — (a'~6'),on 

trouve 

r ar r |/6' -h r' 

'"=«"' ''=R'^ R— ' 



a 



N = — |/ 6* H- r* , tang/tc = — - » = 

a R '^ j/^ 
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CHAPITRE XII. 



ASYMPTOTES. 



Soit y == f{x) lequalion d'une courbe rapportée à des 
coordonnées rectilignes. 

Si Ton peut développer f(pc) suivant les puissances des- 
cendantes de X de sorte que 

î/ = a^x'"-t-a«_ix'"~*-t- -i-a,XH-ao-i-a_, — i-a_,-- -»-etc., 

X x' 

alors les termes qui contiennent x en dénominateur sont 
nuls pour x = oo et Téquation de lasymptote est 

y =a„,x"' -4- a«_,x'"-* -+- -^ «,x h- a„, 

c'est-à-dire une courbe de degré quelconque. 

Le cas le plus important dans les applications est celui 
où l'asymptote est une ligne droite, où l'équation précé- 
dente se réduit à 

y = a,x -f- a„. 

Dans ce cas, on peut encore, au moyen de l'équation de 
la courbe, déterminer les coefficients ai et Oo de Tasymp- 
tolc , sachant d'après la théorie que, pour x = oo , 

y 

a, = limite de —> 

X 

cTo = limite de (y — a|X). 

Enfin, en considérant l'asymptote rectiligne comme 
limite des tangentes, on peut, après avoir obtenu l'équa- 
tion de la tangente à la courbe, déterminer ce que devien- 
nent l'abscisse et l'ordonnée de cette droite à l'origine 
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quand x = 00 ; éléments suliisaïUs pour fixer la position do 
lasymptote et parvenir à son équation. 

Quant aux asymptotes parallèles à Taxe des y, si I équa- 
tion de la courbe peut être ramenée à la forme y = f(x) 
et que k soit une des valeurs de x pour laquelle y == oc , 
I équation de Tasymptote est 

x = k. 

Si réquation de la courbe ne peut être résolue par rap- 

X 

port à y, on en tire la limite de — quand y = 00 , et, si cette 

limite est nulle, Téquation de Tasymptote mise sous la forme 

X = 6,y -+- 60 
fournit, par substitution, lasymptote parallèle. 

Des procédés inverses fournissent les asymptotes paral- 
lèles à Taxe des x. 

Dans le cas où I équation de lasymptote est de la forme 

y = 0^* -+- o,X -f- Oo, 

la théorie enseigne que Téquation de la courbe fournit, 
pour X = oc , 

y 

a4=lnn.--> 

X* 

ai = hm. y . 

X 

w„= lim. (y — 04X* ■+- a,x). 
Etc. 

Soit F (r, t) = o réquation d'une courbe rapportée à des 
coordonnées polaires. Si Ion représente par « l'angle de 
rasymplote rectiligne avec Taxe polaire et par «^la dislance 
de lasymptote à une droite parallèle menée par le pôle , on 
a , pour f • = oc , 

a = lira, f, 

â == lim. r{t — a) , 
limites que Ion détermine au moyen de Téquation de la 
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courbe et qui suffisent pour fixer la position de Tasymptote. 
Gomme applications des moyens que Ton emploie pour 
trouver les asymptotes rectilignes des courbes, on démon- 
tre dans les cours les propositions suivantes : 

1. Quand Téquation d'une courbe peut être mise sous 
la forme 

x"''f f-j -\- jr"f (^J H- x"x (-j -f- etc. = {m>n>p, etc.), 
les valeurs limites de-, cest-à dire celles de «i, sont les 

X 

racines réelles de Téquation 

y (a,) = 
et Ton a 

Que si ^ (a^) = o et cp'(ai)= o, les valeurs de tfo sont four- 
nies par l'équation 

Etc. 

2. Quand l'équation d'une courbe de degré m est rame- 
née à la forme 

f{x)y"-^tlf (x)y"7^ -+- x(x)y"~*-\' etc. ==o, (w<wi) 
les racines réelles de l'équation 

déterminent toujours, si elles n'annullent point J/ (x), les 
asymptotes parallèles à l'axe des y 

3. Etant donnée l'équation des courbes polaires 

f (l) r*» -4- «/» (t) r"-* -+- X (0 r'"-* -^ etc. = o, 
l'équation ^ (a) = o 

détermine, par ses racines réelles, les directions des asymp- 
totes et Ton a 

hm.r(t-^a)== — r- 

y («) 
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Exemple I. 

Soit proposé de trouver les asymptotes de la courbe dont 

1 équation est 

3? — y (x — a) = 0. 

CcUe équation peut s'écrire 

X — a 

n Ton voit que x = a donne y = 00 . Donc la courbe a 

d abord une asymptote rectiligne parallèle à Taxe des y et 

dont 1 équation est 

x =a. 

En effectuant la division de x' par x — a, on obtient 

a' a* 
ty := X* -♦- ax -4 a' H 1 — r h- etc., 

XX* 

e est-à-dire y développé suivant les puissances descendantes 
de X. 

Donc la courbe proposée a une asymptote parabolique 
dont 1 équation est 

y = X* -f- ax -H tt* 

m 



5«* / aV 



Kxemple II. 

Chercher les asymptotes des courbes du deuxième degré, 
renfermées dans lequation générale 

Ay* -4- Bxi/ -H Cx* -*- Diy -t- Ex -f- F = 0. 

En réunissant dans un seul les termes du deuxième 
degré et dans un seul ceux du premier, lequation peut 
s'écrire 
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Les valeurs de Oi sont donc les racines réelles de l'équa- 
tion 

Ao,* H- Ba, -♦- C=ro, 
c'est-à-dire 



- Bifc»/B* — 4AC 
2A 

Or, dans lellipse, B* — 4AC est négatif, ce qui donne 
des valeurs de a^ imaginaires. L'ellipse n'a donc point 
d'asymptotes. 

On a ensuite 

Da, H-E 

a„ = 

2Aa, -f- B 

et, par conséquent , pour équation des asymptotes, 

Da, -+^ E 



y = 0,X — 



2A«, -t- B 



équation dans laquelle il faudrait remplacer a^ par ses va- 
leurs. 

Dans la parabole, B* — 4AC = o et les valeurs de a^ se 

réduisent à une seule, ai = . Or, pour celte valeur 

2A 

de ai, le dernier terme de l'équation de l'asymptote devient 
infini. Donc l'hyperbole est la seule courbe du deuxième 
degré qui ait des asymptotes. 

Exemple III. 

Soit y^ = ax^ -+- x^ 

l'équation d'une courbe dont il faille chercher les asymp- 
totes. • 

L'équation de la tangente à la courbe est 

2ajr -4- 3x' , , 
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En posant x' = o, on trouve pour ordonnée à l'origine 
de cette droite 

âflx* -4- ùx^ 3 (?/ — x') — 2ajr* 

»-» — SF-— — V • 

et, en faisant y'= o, on obtient pour abeisse à Torigine 

5.v' 2ax' — 5 (y' — a^) 

î2ax -♦- Sx'* 2ax -*- 3x* 

Les expressions précédentes, à cause de y^ — x^= nx% 
valeur tirée de Téquation de la courbe, deviennent 

, o X* ^ ax* a 

^""5^ ^ ^ """^ 2ax ^ 3x^ ""~~ ââ 

^ — H- 5 

X 

Or , pour X = X , on voit que 

a a 

~ ^ ~~"~ 5 
H 5 

et que d'ailleurs, y étant égal à x quand x= x , la frac- 

x' (l X^ 1" 

tion -j a pour limite 1 , d'où limite ~ • — = 



y ^ y ^ 



a 



L'ordonnée à l'origine de I asymptote est donc -, Tab- 
cisse à l'origine — - et, par suite, l'équation de l'asymp- 

tote 

X y a 

— H — = 1 ou y = X H- > 
a a 3 

5 3 
droite faisant un angle de 45" avec l'axe des x. 

Rxemple IT. 

L'équacion d'mic courbe élant 

î/* — X* -^ 2(/x*iy = , 
détcM^miner les asymptotes. 
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Posant /,. , y .. y ,. \ 

y s=.rr.laour = — et lim. -=lim. cl 

l'équation devient 

jcV— oc* -4- iasi^z = ou xjs* — x -4- 2«z = o. 

Doii 2az 2ajr* 
ar= : et, par suite, m = -9 

expressions qui font voir que les valeurs de x et de 1/ de- 
viennent infinies quand « «= dz 1. On a donc d'abord 

lira. - = o„=d=1. 

D'autre pari , I équation de la tangente à la emirbe pro* 
posée est 

2ar* — 2(ixy , 

ce qui donne, quand x'= o, 

, 2 (y* — X*) -*- Sa'xy ax'f/ 



2y -*- ax* 2y' -4- nx* 

en vertu de I équation de la courbe. 

En remplaçant y par xs, on a donc pour expression de 
lordonnée à lorigine de la tangente 

aafz az 



y = 



2x'z' -4- rtx* , a 

22^-4-- 

X 



et, pour celle de lasynrjptote correspondante à x = 00 , et, 
par conséquent, à js = dz 1 , 



a 

«. = _-. 

L équation des asymptotes est par conséquent 

a 
y = =hx — -• 
^ 2 

Le procédé particulier employé dans cet exemple peut 
sou\ent être suivi. 
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Rxemple ▼. 



Supposons qu'il s'agisse de voir si la courbe représentée 
par l'équation 

xy — (x* — y^f -f- y* — 4 = 

a des asymptotes parallèles à Taxe des y. 
Ordonnée par rapport à y, cette équation est 

(x*— i)y*-4-(2x*-*- l)y* — X* — 1 «o 

et les racines réelles dz 1 de l'équation 

X* — 1=0 

îi'annullent point 2dc* -4- 1 . 

Donc la courbe proposée a deux asymptotes parallèles 
à l'axe des y, renfermées dans l'équation double x = db 1 . 

Exemple VI. 

L'équation de l'hyperbole rapportée à un de ses foyers est 
6* 



a — ccos^ 
En l'écrivant 



, c étant égal à V^a^ -*- 5* 



(a — c cosf) r — h^ ==o, 
l'équation 

a— c cosa = 

détermine les angles des asymptotes avec l'axe polaire. 

On a donc pour ces angles 

a 
cos a = — • 
c 

D'autre part, 

\im,r(t - a)= > 

c sina 

et, en remplaçant sni a par sa valeur -^ 

c 

lim.r(( — a) =6, 

dislance des asymptotes à deux droites parallèles menées 

par le foyer. 
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i. (a* — rr*) y* = (a' -4- ar*) x\ 

Deux asymptotes parallèles à Taxe des y : 
ar == dr a. 
2. ax^ ■+• xhj — ay' = o. 

Asymptote parallèle à Taxe des x : 

.y = — «. 
• 5. (a -4- 6 H- x) y = c{b ■+- x). 

Une asymptote parallèle à Taxe des y : 

x = — a — 6, 

et une autre à Taxe des x : 

y = <•• 

4. (x -♦- a) y' s= X -♦- 2a. 

Une asymptote parallèle à Taxe des y : 
x = — a, 
et deux autres parallèles à Taxe des x : 

y = zb1. 

5. x' -H y^ = a^, 

L équation de Tasymptote est 

.y = — -r» 

droite qui fait avec Taxe des x un angle égal à — 

sinx 

G. y = a • 

•^ X 

L'axe des x est asymptote à cette courbe et eellc-ei passo 

alternativement d'un côté et de l'autre de son asymptolr 

jusqu'à ce qu'elle lui devienne tangente à l'infini. 

- . a 

7. y = $in- • 

X 

L'axe des x est asymptote. 

42 
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8. (x-4-l)t/==(x — i)jr. 

En procédant comme dans l'exemple II , on trouve pour 
équation de Fasymplote 

y = X — 2. 

9. (x — 2) t/ = (x — i) (x — 3). 
Éqnadon de Tasymptole ; 

7 — X -4- 2 = 0. (Exemple M.) 

•^ X 

Deux asymp(oles parallèles à l'axé des * : 

x' — 5ax*-*- a' 



• -^ x*-36x-*-26» 








Deux asymptotes parallèles à Taxe des 


5!/: 






X = 26 et X = 6. 








. Une troisième asymptote ; 








y = X — 3 (a — 6). 








On la trouve par développement. 


(Exemple 


I.) 


12. — ^^-= ^^ , ' . (Conchoïde.) 
y* -♦- X* m* 









Asymptote parallèle à l'axe des x : 

y = 6. 
1 3. xy* — y = ax' -*- 6x' -4- ex -♦- e. 

L'axe des y est asymptote et, en procédant comme dans 
l'exemple II , on trouve les équations de deux autres asymp- 



totes 



ij= + xV a -¥ 



y 



■ — xva- 



b 



2Ka 
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x' -♦- ax* 



14. if = 

X — o 

Par développement de yS comme dans l'exemple I , puis 
extraction de la racine carrée du résultat^ on trouve que 

y = =b (x H- a) 
est réquation de deux asymptotes se coupant îi angles 
droits. 

Autre asymptote , x = a. 

\ 5. y* — 2xy — X* H- ^axy^ — 5ax* = o. 

Le procédé suivi dans l'exemple H fournit aisément 

■ / ■ ,.- a 3^T— 4 
y=^xV \ -4-K2-»---- 

^ l/i-^V/2 

31/2 — 4 



pour équations de deux asymptotes. 

16. (x»— i)t/ = (x*-*-i)x. 

Deux asymptotes parallèles à Taxe des y : 
x = zfc1 
et une autre, y = x, que Ton trouve facilement en opérant 
comme dans l'exemple IV. 

il, y^ — ax^ ^ x' = o. 

a 

fi = — X H — 

•^ 5 

est réquation de l'asymptote. (Exemple IV.) 

18. y' — oaxy -♦- x' = o, (Folium de Descartes.) 

En opérant encore comme dans l'exemple IV, on trouve 
pour équation de l'asymptote 

y = — X — a. 



i 
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i 9. ax* — fct/* H- (fxy = o. 

Même procédé que dans les deux exemples précédents, 
donne 



-it- 



pour équation do rasymploto. 
20. (itf — 6jt'* -f- f'jfy. 

Le même procédé fournit pour équalion de rasymplo(e 



-s' 






2j. r== . (Équation polaire de la cissoïdc.) 

cos( 

On trouve (exemple VI), 

a = db -, (^==t:a; 

équation de deux asymptotes. 

22. x' — xï/ -*- a' = 0. 

Asymptote parabolique : 

y = x«. 

23. X* — y* -4- a'xy = o. 

En posant j/*==yu 1 équation fournit 

y, = x*^-x.a't/,^ 

et, en développant yi^ par le théorème de Lagrange, on 
trouve pour asymptote hyperbolique 

a* 
et, pour asymptote rectiligne, 
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24. y' — 2jcy -♦- x^jf — o' == 0. 
Deux asymptotes hypcrboli(|ue8 : 



CHAPITRE XIII. 



POl.NTS SliNGULlERS DES COURBES PLACES. 

I. — Points d'inflexion. 

Soit y = f(x) ou F(x,j/) = réqualion d'une courb* 
plane. 

Les coordonnées des points d'inflexion sont les coupli's 
de valeurs réelles de x cl y satisfaisant à la fois à réqualion 
de la courbe et à Tune des suivantes : 

<Py „ d'y • 

1** si, pour deux points de la courbe situés de part et d'autre, 

mais à des distances inilniment petites, de celui qui c^l 

(Pif 
déterminé par chaque couple de valeurs , -^ a Jes sigîK s 

fPy dx* 

différents; S^'si, pour ces mêmes valeurs, — ^ n est pas nul. 

Quand la première condition n'est pas remplie, il n y n 

(Pi/ 
pas de point d'inflexion; quand — ~ = o, les points d'in- 

ux 

flexion sont déterminés par l'équation de la courbe et l'niir 

des suivantes : 

d'y _ d'y _ 

rfx* ' rfx* 
Et ainsi de suite. 
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I.orsque I equalion de la courbe est donnée en coordon- 
nées polaires, les points d'inflexion sont fournis, et par 
1 équation de la courbe, et par 

dp 
dr 

p représentant la perpendiculaire menée du pôle sur la tan- 
gente, 

îl n'y a inflexion que si -y- change de signe en passant 
dr 

par 0. 

Se rappeler que p = 



hÊi'T 





1 


Exemple. 


Déterminer 


les points ( 


l'inflexion de la courbe 




î/' = 


= ax' -f- 6x' , 


% étant > et a = 0. 




De réquation proposée 


, on tire 




dy 


2a -f- 55a; 




dx 


5 

^a^\-hxf 




(Pjj 


b (4a -4- 56a:) 




dx" 


4 (a -♦- 6x)i 




dhj 


56* (2a -4- 6x) 




dj? 


8 (a H- 5x)* 


Les points 


d'inflexion , 


s'il en existe, seront donc déter 


nilncs par les 


équations 






4a 


-♦- 56x = , 




f 


= ax« -4- hx\ 
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D OÙ les couples de valeurs 

4a 4tt 

x = _-cty = --|/-3« . . . (1), 

Quand a est >o, les valeurs de y sont imaginaires et la 
courbe n a pas de points d'inflexion. 

Quand a = o, les deux couples de valeurs précédentes 
se réduisent à x = o, y = o; mais ce n'est pas là un point 

d'inflexion, parce que— ^ qui, dans ce cas, est —, devient 
dx 4^1 

imaginaire pour des valeurs de x plus petites que o. 

Mais quand a est < o, les valeurs de y sont réelles et 

(Py 
I" le--^ change de signe pour des valeurs de x un peu 

plus petites et un peu plus grandes que — — , 2* le t3 

n est pas nul pour cette valeur de x. 

Donc la courbe a, dans ce cas, deux points d'inflexion 
dont les coordonnées sont les couples de valet|rs (1) et (2). 

i, y = cos mx, (m positif). 
Cette courbe a une inûnité de [joints d'inflexion situés 
sur Taxe des x et dont les abcisses sont 

X = ±: --— , x= àz -— , X = dz-— , x = > 

2m 2m 2m 2m 

n étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

2. Déterminer la distance entre deux points d'inflexion 
consécutifs des courbes y = sinmx et j/ = tangpx. (m et p 
positifs.) 

La distance cherchée est 



nn h 

, \m pJ 

n étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
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_ t 
n. y = e ". 

Un point d'inflexion : 

1 i 

4. Si \x^ -h Bx' H- Cx + D == (I) n'a que des racines 
belles, la courbe dont Téquation esty^Ax-^-f- Bx*-+- Cx -hD 
a un point d'inflexion dont i'abcisse est le tiers de la somme 
des racines de (1). 

En effet, si Ion désigne par a, 6,c les racines réelles 
de (1), la courbe peut être représentée par 1 équation 

y = {x — a) (x — 6) (x — c) 

et Ton trouve facilement que cette courbe a un point d'in- 
flexion dont Fabcisse est 

a -f- 6 -f- c 

X = -• 

3 

îi. x^ — axy — 6*// = o. (Trident de Newton.) . 

Point d'inflexion à l'origine. 

il x%f -f- ax' -+- 6^ =r 0. 

Si a et 6 sont de même signe, la courbe a deux points 
d'inflexion dont les abcisses sont 






Si a et 6 sont de signes contraires, deux points d'inflexion 
dont les abcisses sont 



x=zb6y^^(5-V/l2). 



(Cramer.) 

7. a"y = x"+*. 

Point d'inflexion à l'origine; double, si n = 2; triple, si 
H = 3; etc. 
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8. y = (ax-t-6) (ax — 6)', (-< Y 



Deux points d'inflexion : 



6 



9. r' = — 

On a 

l'/r r' . 2a*/- (/» 2a*(4a*— r*) 

-— = — —-T et, par suite, » = -. ct--- = r* 

dt 2a* (ia^-f-i-*)" '^'- (4a* -m-*)* 

En posant—- = o et joignant à eette équation celle de la 
dr il 

courbe, on trouve i|u au point r = 2'o et ( = ^, il y a in- 
flexion. 
i 0. r* = a* ces 2/. (Leraniseate de Bcrnoulli.) 

. (/r l/tt*— r* i-' rf» 3r* 

vin a~ = et, par suite, » = — et -7-=—— • 

at r o' dr ar 

D où Ion trouve que lorigine est point d'inflexion des 
deux branehes de la eourbe. 

i^. ?/==a — 6cos(, ' , . .... X 

_ , ' , (Equations de Ja trochoidc.) 

X — at -~~ sin V» 

On a (Py ^ bjucosl — b) 

dx* (a — 6cos(f 

D où, en égalant à eette dérivée seeonde, 

ces/ = — et, par suite, y = 

a a 

pour les coordonnées du point d'inflexion. 
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IL — Points multiples. 

Soient F(x,y) = o (I) 

1 équation algébrique et rationnelle d'une courbe et 

!^=o - =0 .... . (-2) 
dx ^ dy 

ses dérivées premières par rapport à x et à i/. 

Les coordonnées des points muhiples sont les valeurs 
de X et î/ satisfaisant à la fois aux équations (1) et (2). 

Les valeurs de-y^ par chaque point double y si toutefois 
cPF dx ^Y ^p ' . 

on napas— , = o, — = o,— = o,sont fournies par 

la dérivée deuxième de Téquation de la courbe, dérivée qui, 
à cause des équations (2), se réduit à 

cPF IdyV rf'F dy (PF _ 

(/v* \dxl dydx dx rfx* 

Pour un potn^ triple, si toutefois on na pas-7-T=o, 

cPF d'F (PF , , :, dy^y ^ 

, , , = 0,-— — - = 0,-r-, == 0, les valeurs de -p-sontfour- 
ay'ax dxdy* ax* ax 

nies par la dérivée troisième de (1) dans laquelle on aura 

,rf«F__ rf«F _ (PF 

rfx* ' rfxdy ' dy^ 

Et ainsi de suite. 

Quand Téquation de la courbe est explicite et renferme 
des radicaux à double signe, on détermine les points multi- 
ples en cherchant les valeurs de x qui font disparaître un 

des radicaux sans le faire disparaître de -y-- L'équation de la 

dx 

courbe fournit ensuite les valeurs correspondantes de y. 
On peut aussi rendre rationnelle Téquation de la courbe et 
suivre la règle indiquée plus haut. 

La multiplicité présente différents cas : 

1° Si les valeurs de -~ sont réelles et différentes, le 
dx 
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point multiple trouvé est un point multiple proprement dit. 

2** Si les valeurs de — sont réelles et égales, et qu'en fai- 
dx 

sant varier x ou y des deux cotés du point considéré, les 
ordonnées ou les abcisses de la courbe soient réelles d'un 
côté, imaginaires de l'autre, le point multiple est un point 
de rebroussement. Le rebroussement est de premier genre 

quand, au point que l'on considère, le -^ a des signes dif- 

dx' 

férents pour deux branches de courbe; du second genre 
s'il a le même signe. 

3° Si les valeurs de -p sont imaginaires, le point mul- 
tiple est dit isolé ou conjugué. 

Exemple I. 

Soit la courbe représentée par l'équation 

F = y* -4- X* — 2at/' -i- 26x'y = o. 
La dérivée première de l'équation est 

(2y' — 5aif -f- 6x*) -J? ^ 2x^ -4- 26xy = o. 

En égalant à o les dérivées premières de F par rapport 
à X et y, on a donc 

X (x* H- 6»/) = , 

2t/' — ôay^ ■+- 6x' = o. 
Ces équations étant satisfaites, ainsi que celle de la 
courbe, par les valeurs réelles x = o, j/ = o, ce point est 
multiple. 



Mais on a 



_=4(5x'H.6y), 

d'F 

dxdy 

rf«F 
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dérivées nulles pour ar = o eli/ = o, sans que, pour ces 
mêmes valeurs, les dérivées troisièmes de F le soient. 

Pour déterminer les coefficients angulaires des tangentes 
aux différentes branches de courbe, il faudra donc recou- 
rir à la dérivée troisième de lequation de la courbe , déri- 
vée dans laquelle il faudra faire les dérivées deuxièmes de F 
nulles et poser x = o , y = o. Cette dérivée troisième sera , 
après ces substitutions , 



"(I) 



di/Y dy 

dx 



équation satisfaite pour les valeurs réelles et inégales 

dx dx ^ a dx ▼ a 

L origine est donc un point triple et les tangentes aux 
trois branches de courbe qui s'y rencontrent sont Tune 
Taxe des x, les deux autres deux droites également incli- 
nées sur cet axe. 



(Cramer.) 



Exemple II. 



Soit la courbe dont Téquation est 

(a-y — 6xy = o*(a; — a)l 

On pourrait, pour déterminer le point multiple, suivre 

le procédé ordinaire; mais il est plus simple de résoudre 

l'équation par rapport à y, ce qui donne 

6 _ , .s» 

y = — X* zh (x — ay . 
a 

Sous cette forme, l'équation fait voir 1° que, pour toute 
valeur de x > a, y a deux valeurs réelles; 2** que, pour 
X = a, valeur correspondante h y=: b, les deux valeurs se 
réduisent à une seule; o** que, pour x < « , les valeurs de y 
sont imaginaires. 

On en conclut que le point x = a, y = 6 est un point 
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double qui sera de rebroussement si , en ce point, les deux 
branches de courbe ont une tangente commune. Or, on a 

dy 26 5, 

dx a' 2^ ^ 

,, . , , . , d^I 

et 1 on voit que, pour x == a, y = 6, les valeurs de -f- sont 

dx 

toulos deux djj 26 

dx a 
Donc le point double est de rehroussemeiU. On a encore 
d^u 26 5 3, 

et, pour toute valeur de x un peu plus grande que a, les 

deux valeurs de — ^ sont positives. Donc le rebroussement 
ax' 

est du second genre. 

JBzeaiple 111. 

Soit encore la courbe dont Téquation est 

F = oy* — x"' 4- 6x* == 0. 

La dérivée première de cette é(|uation est 

dy 
^ay -p — 3x' -f- 26x = o. 

En égalant à o les dérivées premières de F, on a donc 

X (3x — 26) = 0. 

Ces équations, ainsi que celle de la courbe, étant satis- 
faites, pour les valeurs réelles x = o, y = o, ce point est 
multiple, et, comme les dérivées secondes de F ne sont point 
nulles pour les valeurs trouvées, la dérivée seconde de 

réquation de la courbe fournira les valeurs de — . Cette dé- 

dx 

rivée est 



"(D-^^-^^^"' 
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d*où rfy . « /Sx — 6 



dx ▼ o 



et, pour X = 0, des valeurs de -^ imaginaires. Donc Fo- 

dx 

rigine est un point isolé ou conjugué. rr ^ \ 

( \u ramer. ) 

BopeÊ'ciceê. 

i . (ar* -h i/Y — 2a' (i/* — x') = o. (Lcmniscate.) 

L*origine est un point double et les tangentes en ce point 
sont bissectrices des axes. 

2. y' = ox'. (Développée de la parabole.) 

Point de rebroussement du premier genre à lorigine. La 
tangente commune est Taxe des abcisses. 

3. j^* tsz rtx* -+- 6x*. (o et 6 positifs.) 

Point double à Torigine. Coefficients angulaires des tan- 
gentes en ce point : -^ =zh |/a . Donc, tangentes égale- 
dx 

ment inclinées sur Taxe des abcisses. 

4. y' (a — x) — x' = o. (Cissoïdc.) 

Point de rebroussement du premier genre à Torigine. La 
tangente commune est Taxe des abcisses. 

5. x' — 5axy -4- y' == o. (Folium de Descartes.) 

Point double à Torigine. Axes tangents aux deux bran- 
ches de courbe. 

6. (y — x«)*=x(x — a)». 

Point de rebroussement du premier genre : x=a,iy=a'. 
Le coefficient angulaire de la tangente commune est 

î^ = 2«. 
dx 
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7. (x* -*. y'f^ aV -f- 6y. 
Point isolé à l'origine. 

8. x^ — 3o*x' -4- 2y' -+- oat/' 4- a* = o. 

Point double : x = o, y = a. 

« , dy 5 

En ce point, --^ == db a*, 
f/jr 

9. w*^* — 2aV/y -*- aV — x' — o. 

L'origine est un point de rebroussemenl du premier 
genre; l'axe des obéisses, la tangente eonimune. 



iO. y = i:(x— rt)|/x — 6. (a <h.) 
Point isolé : x = a , j/ = o. 

- 2«' 

41. y=±(x« — a«)V^x 

X 

Point double : x = a , y = — Sa. 

(IX 

12. X* — ax*y -♦- axy* h — a*?/* = o. 
4 

Rebroussenient du second genre à l'origine. L'axe des 
abeisses est la tangente commune. 

45. y = x(x-^ 1)*. 

L'origine est un point isolé. 

U. X* — 2 |/2âx» -4- 2aV — oiy* — «y = o. 

L'origine est un point double; — = zh V^2. 

c/x 

15. f/* = 6x» — ax*. 
Point isolé à l'origine. 
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16. La cycloïdc a une infinité de points de rebrousse- 
ment du premier genre dont les coordonnées sont 

t^ =r , X = 2nan; 

n étant un nombre entier , positif ou négatif. 

17. a^x^ -f- 6'y= = c* . (Ûéveloppce de rdlipse.) 
Quatre points de rebrousscment du premier genre : 

c' dy 

c' du 

c' dy 

x = -^-,y=o; -=o. 

c* dy 

a dx 

18. act/' -4- x*y -4- x* — t/* -+- 3x -+- 5i/ = o. 
Deux points doubles : 

19. a:» __ 2oyS _ 3^î^2 — ^aV -4 a* = o. 

Trois points doubles : 

dy /2\^ 






-(ir- 



(Cramer.) 
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Point triple à Torigine ; 

dx ' rfx ' rfx ' 

21. y* + ar*— 2oV — 2oy -♦- a^ = o. 
Quatre points doubles : 



=--l-\4- 



dx 

x = a, y = o; -j^ = dbl/2. 
ax 

x = — a, y = o; -/=d=l/2. 
ax 

22. y* — axy* -♦- x* = o. 

Point triple à Torigine. — Deux branches de courbe , 
ayant pour tangente commune Taxe des x, forment un point 
de rebroussement du premier genre. L'axe des y est tan- 
gent à la troisième branche. 

25. (x« -\r y^f — 4a'xy = o. (Rosace à quatre branches.) 
L'origine est un point quadruple. — La courbe se com- 
pose de quatre folioles à chacune desquelles les axes des x 
et des y sont tangents. 

24. ;y* -+- x* -4- 26x'y = 0. 

L'origine est un point triple.— Deux des branches de In 
courbe, ayant l'axe des y pour tangente commune, for- 
ment un point de rebroussement du premier genre; la 
troisième branche a pour tangente l'axe des x. 

25. x'^ — ay* -h 26x'y -^ 6*xiy' = 0. 

Point triple à l'origine.— Deux des branches dç la courbe, 
ayant l'axe des x pour tangente commune, forment un 

15 



itf4 EXERCICES MÉTHODIQUES 

point de rebroussement du second genre; la troisième 
branche a pour tangente Taxe des y, 

26. a:« -f- ^a^a^y — 6y = o. 

Point triple à Torigine. — Deux branches de la courbe, 
ayant Taxe des x pour tangente commune, forment un 
point de rebroussement du second genre; la troisième 
branche s'infléchit au point triple et sa tangente est aussi 
Taxe des x. 

27. x^=ax^ -*- bx^y h- cxy 4- dxy^ -h ey^ . . . . (i). 
En posant y =:uXf l'équation devient 

X = o -4- 6m -4- eu* -+- du^ -¥- eu* . . . (2). 
Cette dernière équation représente une courbe du qua- 
trième ordre coupant Taxe des ordonnées en autant de 
points que 1 équation 

a -+- 6m -f- cw* -f- du^ -4- ew* = 0. . . . (3) 
a de racines réelles. La courbe (2) construite, il est facile 
de construire (i). Si les quatre racines de (3) sont réelles 
et inégales, lorigine est un point quadruple. — Chercher 
quelle est la nature de ce point si les racines sont égales, 
imaginaires, deux réelles et deux imaginaires, etc. 

(Cramer.) 
28. x* = ax^ H- bx^y -h cx^y^ -+- dx^y^ -+- exy* -4- /)/*. 

Point quintuple à Torigine. — Solution semblable à celle 
du numéro précédent. 

111. — Points d'arrêt et points saillants. 

Soit y==:F(x) réquation explicite d'une courbe. 

On détermine les coordonnées d'un point d'arrêt en cher- 
chant, parmi une suite de valeurs de x donnant des valeurs 
de y réelles, quelle est celle à partir de laquelle y devient 
brusquement imaginaire; l'équation de la courbe fournit la 
valeur correspondante de y. 
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Pour déterminer Tabcisse d'un point saiilant^on cherche, 
parmi une suite de valeurs de x, celle pour laquelle F'(jr) 
change brusquement de valeur. L*équation de la coui^be 
fournit ensuite Tordonnée du point. 

SseMple !• 

Soit la courbe dont Téquation est 
_ i 
logo; 
Pour des valeurs positives de x de plus en plus petites , 
les valeurs de y sont réelles; mais à partir de x = o, // 
devient brusquement imaginaire. D ailleurs, quand x==o, 
y == 0. L'origine est donc un point d'arrêt. 

BseM^le 11. 

Soît la courbe représentée par l'équation 

i 

y = X arc tang - • 

i X 

On a F'(x) = arc tang - -*- ; • 

X i -♦- x' 

La limite des valeurs positives et décroissantes de x est 
Celle des valeurs négatives et croissantes de x est 

r(x) = ~-- 

D'ailleurs, quand x c= o, j/ = o. Donc l'origine est lui 
point saillant. 

1 

1. y = e'^. 
Point d'arrêt à l'origine. 
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X 



2. y = 

Point saillant à Torigine. 
i 



3. y = 

i -4- e ' 

Point d'arrêt : .x == o, t/ = i . 

4. y a= X log X. 

L'origine est un point d'arrêt. 

x = o, y== — \ sont les coordonnées d'un point d'arrêt. 
6. [y — ac arc taog -1 — x' cos'x = o. 
Point saillant à l'origine. 



CHAPITRE XIV. 

COURBURE DES COURBES PLANES. 

Section'!. — Rayons de courbure. 

L'expression du rayon p de courbure des courbes planes 
est 

1" en coordonnées rectilignes, 



_H|rl 



'- ^ (*j' 

X ety étant les coordonnées courantes et x la variable 
indépendante; 
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2" en coordonnées polaires, 

\dtl dt^ 

r désignant le rayon vecteur, t langle polaire pris conuiic 
variable indépendante. 

Si p représente la perpendiculaire menée du pôle sur lu 
tangente , on a 

dr 

ExeMple 1. 

De lequation de la chainette 

al '- -'-\ >. 



on tire 






Substituant dans lexpression (1) ces valeurs de -^ef dr 
— ^, on obtient 



h^M-ei'T , . 



Exemple 11. 

Dans la spirale hyperbolique dont 1 équation est 



a 
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on a 
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dr 


a 


r» 


dl '~ 


""?°"" 


a 


d'r 


2a 


ar' 


d^ 


" «' ~ 


«• 



La substitution des valeurs de ces dérivées dans l'expres- 
sion (2) fournit 



V ' "*" oV r (a* H- r4 





'- r' - 


a» 




exemple 111. 




La 


spirale logarithmique a pour équation 




pz=mr. 




D'où '^»' _ * . 
dp m 




En vertu de l'expression (3), on a 


donc 




r 





i. xy ^^k^ (Hyperbole rapportée à ses asymptotes.) 

2. y"==aa:"+*. 

a:"^ [n' -♦- (w- -^ 'l)'(oVj" J 

P = ï 

n(n -♦- i)a» 

Sin = 2,p=— 5^ ^^ L; 

rayon de courbure de la développée de la parabole. 
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ô. 



y = - l^ax — X*. 



__ (a* -f- 4ax' — ix*)^ 
2aV(5a — 4x) 



, a -4- l/a* — v' . •-= 

a: = a log ^ Va^ — y*. (Tractrice.) 



y 



y ^ 



u ^__ l/6^— -(g — y)^ (Équation différentielle de la 

' dx y trochoïde.) 

^ a(a-.y)-6*^* 

Si a = 6, p =2 V/^ay; rayon de courbure de la cycloïde. 
G. mx' -4- /*y3 s= qr. 

P = -^-^lnV-*-wiV/ (I). 

Pour trouver le rayon de courbure de riiypocycloïde 
dont ! équation est 

x' -4- y' = a% 
il suffit de faire dans (1) 

s 

m = i, /i =: i , q = a^. 
On trouve p = 5 (axy)'. 

L'équation de la développée de Tellipse est 

a' x^ -♦- 6* y' = c^. 



4 



En faisant m = a% n = 6% 7 = c% dans l'expression (1), 
on trouve pour le rayon de courbure de cette développée ; 



= g ^\ \b-' x» -f- a» y»y . 



P . , 



p 
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Lu développée de l'hyperbole a pour équation 

a5x'--6'î/*=(a»-+- 6»)'. 

En faisant m=a^ n=—b^ et y = (a' -f- 6'f , on trouve 
pour le rayon de courbure de cette développée 

= LiL^ — ^ Us a;3 H- o' yv • 

7, r ■= a sin2^ (Rosace à quatre branches.) 

8. r = a -f- 6 cos ^ (Limaçon de Pascal.) 

_ a' — 2ar— 6» 
^"^ 2a*— 3ar — 26* * 

II. r = a [l -f- 1/2(1 — cos«)]. (Limaçon bi-foliacé.) (*). 






i (5r*-4-2ar-i-5a')« . 
2 SH -4- 3or -*- 6a* 



;> (Équation des courbes du deuxième 

' ^ i 4- e cos f degré,p représentant le paramètre 

et e Texcentricité.) 

/ e*r*sin*A«. 

Si Ton désigne par a Fangle du rayon vecteur et de la 

lûiigente, on a 

er sin t 
tanga = • 

P 
0OÙ, Texpression très-simple du rayon de courbure : 

_ P 
cos' a 

(*) Je ne crois pas que ceUe courbe soit connue. Sa construction et sa 
lornit: ont beaucoup d'analogie avec la construction et la forme du limaçon 
dû Pascal. Elle présente deux folioles. Je proposerai de rappeler le limaçon 
bi-foîiacé. E. B. 
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br (Équation des spirales de Côtes, p dési- 

* ^ (a' -*- r')^ gnant la perpendiculaire menée du 
pôle sur la tangente.) 

r (o* H- r')^ 

c« (r« o') 

12. />« = — ^i r^ • (Epicycïoïde.) 



Section II. — Développées. 

Soient x et y les coordonnées courantes d'iinc courbe 
rapportée à des axes rectangulaires , a et (3 les coordonnées 
du centre de courbure , on a 

\dxl dy 



X — «== 



dfy dx 
d^ 



i -4- 



P = 



(ir 



rfx« 



et, pour obtenir Téquation de la développée de la courbe, 
il suffit d'éliminer X et y entre les équations précédentes et 
celle de la courbe. Quand Télimination est laborieuse ou 
ittipossible, on se contente de chercher l'équation différen- 
tielle de la développée en remplaçant x et y par leurs 
valeurs en fonction de a et de (3 dans l'expression 

d$ i 

doL dy ^' 
dx 

(*) Voir un autre moyen de trouver les développées, exercice 14 des 
lignes enveloppes. 
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Si p et r sont les coordonnées courantes d'une courbe 
rapportée à des coordonnées polaires, p' et r celles de la 
développée, p le rayon de courbure, on a 

dr 

et, pour obtenir 1 équation de la développée, il suffit d éli- 
miner r, p et p entre les trois équations précédentes et 
celle de la courbe. 

Rxemple l. 

Soit à chercher la développée de la parabole 1/ = 2px. 
Cette équation fournit 

^=^ct^^ = -^'- 
dx y dx^ «/' 

On a donc 



\dxJ dy y* p 



dry dx p* y 

dx* if 

d où a — p 

et (dyV »' 

\dxl t/ y^ 

rfx' y 

d'où U = (—P*?f- 

Substituant ces valeurs de x et y dans l'cqualion de In 
courbe, on trouve 



,=i[!<^]- 



pour Féquation de la développée. 
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Exemple 11. 

L équation diflërentiellc de la chaînette est 



dx a ' ds^ a' 

On a donc 

\dxl ar 

dx^ a» 

d'où p 

^ 2 

La relation 

c[p__ i 

doL dy 

dx 

fournit, en remplaçant-^ par sa valeur, 

CLX 

dp a 



da \/^^^* 

et, en substituant à t/ sa valeur. 



équation différentielle de la développée de la chaînette. 

Exemple 111. 

Soit à chercher la développée de la spirale r = a*"'. 
L'équation de celte courbe peut se mettre sous la forme 



/> = ' — z^zzzz: • 
\/i -♦- loga 
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D OÙ dr y 

dp 

.2 , f , ^' rMoga 
r^=r* — p*z=sr^ = 2 — , 

1 -*- loga 1 -fr loga 
p'* =sr^ -^ p^ — 2pp = r* -H r' (i -t- loga) 



r 



— 2r l/T-i-loga • - =r* loga. 

V/l-f-loga 

w^ . r'* r'ioffa „ 1 

Par suite, — = - — f— : r« loga = - — - — 
p* i + loga 1 H-logtt 

_, / __ P (Equation de la développée, -r- Spirale 

|/l -♦- loga semblable à la proposée.) 



1. xf/ = i. (Hyperbole dont la puissance est Tunité.) 
L équation de la développée est 

(a + j3)' -(<« — p)^=4'. 

2. 3y = x*. (Parabole semi-cubique.) 

81(3^ = 1 6 (2 =fc l/l — 6-x)' (ifc l/l — 6a — i ) 
est réquation de la développée. 

3.^-^|' = i. (Ellipse.) 
a 

Développée (^^)f ^_ (^^jf _ (^2 _ /,ï^I , 

En changeant 6 en 6 1/ — 1 , on trouve que la développée 
de rhyperbole est 

(ax)^-^(6/3)^=(a«H-6y 

et, en faisante = a dans cette dernière équation, on obtient 
pour développée de l'hyperbole équilatcre 

J— ^^=r(2a)^ 
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t t 



4. X* -♦- y' =a' (Hjrpocycloïde.) 
Développée : (a h- Gif ^ (« — /3)* = 2a^ 



5. -~«= v -^ — ^ étant l'équation différentielle de la 
dx ^ y 

cycloïde , chercher celle de la développée de cette courbe. 
On trouvera 

dp 



6. Chercher Téquation différentielle de la développée de 
la tractrîce, celle de cette courbe étant 

^y ^ y 

dx \/a« — y* 

On trouve pour 1 équation cherchée 



7. y=iae". (Logarithmique.) 
L'équation différentielle de la développée est 

rfa 1 

4a — -i- /3 db (tf — 8a*)* = 0. 
dp ^ 

8. ^* = r* — o*. 

La développée est un cercle. 

c* (r* — a*) 

9. p*= —^5 —.. (Epicycloïdc.) 

La développée est 
p'* = 5 — , autre épicycloïde. 
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CHAPITRE XV. 

SURFACES. 

Soient z = f(xj y) l'équation de la surface; x\ y\ z* les 
coordonnées courantes; x, y, z celles du point de contact 
du plan tangent. Xes éléments principaux de la surface se 
déterminent au moyen des expressions suivantes dans les- 
quelles 

dz dz 

dx dy ' 

Plan tangent. 

z:~z = p(x' — x)-4-qf(.v' — y) . . . (i). 

Normale. 

x' — x y' — y z' — z 

= ^^ ^=—-—, . . . 2). 

— p —9 i 

Cosinus directeurs de la normale. — En représentant 
par a, (3,7 les angles de la normale avec les axes ou les 
angles d'inclinaison du plan tangent sur les plans coordon- 
nés et posant Ai == |/i -♦- p* -4- q\ on a 

ces a cosp cosr i 

Distance de l'origine au plan tangent- — D représentant 

cette distance, on a 

^_ px-.gy^z 

qpAl 

Rayons de courbure principaux. — En désignant par p 
le rayon de courbure et posant 

rfac*' dxdy^ dy^ 

les rayons de courbure principaux sont les racines de 
l'équation 
(re— s*)p«— fc[(l -\-q^)r—2pgs-*-{\ ~ir p^)l]p^ là=o . (5). 
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Lignes de courbure. — L'équation différentielle de la 
projection des lignes de courbure sur le plan des xy est 

[(1 + 9')* -p9»](g)V [(1 H- 9')r-(l + p')0 g 

— (1 -4- p*) S -♦- pqr = (6). 

Ombilics. — lis sont fournis par les équations 

r 8 t • • • • w 

combinées avec celle de la surface. 



Si réquation de la surface est de la forme 
¥{x,y,z) = o, 
les éléments principaux se déterminent plus facilement au 
moyen des expressions suivantes : 

Plan tangent. 

d? dF c/F 



Noi^niale. 

x' — X t/' 



rfF rfF rfF 

dx dy dz 
Cosinus directeurs de la normale. 

cosa cosp cosy i 



(W rfF rfF ± R 

dx dy dz 

en désignant par R l'expression 

Distance de l'origine au plan tangent. 

dV dF dF 



(9). 



m, 



X h y H- J3 — 

D=-^^ ^ '^ . . . m 



208 EXERCICES MÉTHODIQUES 

Rayons de courbure principaux, — lis sont déterminés 
par réquation 

.(._î)(„_S).v.(»-î)(.-5).w.(.-î)(.-£) 

— 2ti' VW L— 5j — 2v'UW L— -) — 2U7'UV (w — -) 

_ U«m'«— V't)"— W*ti;"-|.2VWt)WH.2UWt«V-t-2UVwV=o (42) 
dans laquelle 
dF ,, cJF ,^ cJF ^^ d«F cPF (?F 

ePF , fl , J^_ ' 

rfyrfjj ' (ixefz ' dxdy 

Points singuliers. — Les coordonnées de ces points 
doivent satisfaire aux équations simultanées 

— = — =0 — = (13) 

dx ^ dy ^ dz 

et à celle de la surface. 

En désignant par (w), (v), (u?), (li'), (v'), (m?') ce que de« 
viennent w, v, to, m', v', m;' pour les coordonnées du point 
singulier, Téquation du lieu de toutes les lignes tangentes 
en ce point est 

(tl)x'-»-(l?)y*-4-(W?)z*-4-2(l«')yZ-4-2(u')xJ2-4-2(M?')xy = (14). 

Remarqua. — Si l'équation de la surface consiste dans 
une fonction homogène du n*"*' degré en x,y,z, égale à 
une constante c, Péquation du plan langent est 

dF dF dF 

X 'z-'^y-^-^z -—=nc. . . . (15) 
dx dy dz 

et la distance de l'origine au plan langenl, 

ne 
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BxcHi|ile. 

a;* t/' z' 
Soit F=-- ^ £^^-.—.1=0. (Equation de rellipsoïde.) 
a b . c 

On a rfF ^ 2x f/F _ 2t/ rfF 2z 

rfi""^' 'dy~~b^' li^'à' 

et, en remplaçant ces dérivées par leurs valeurs, on tire 
successivement : 

1*» De 1 équation (15), 

2x , 2y , 2z 



x'. — H- v' — •-+- 5' — = 2 



ou XX yy zz 

a" 6' c* 

pour réquation du plan tangent. 
2" Des équations (9) , 

x' — X y' — y z — z 

~2x 2t/ 2r~ 

^ 7»* 7 

ou a*(x' — x) ^^(y' — y) à{z' — z) 

X y z 

pour les équations de la normale. 
3" Des équations (10), 

cosa eos/3 posr 1 





2x 


6' 


2z 


ou 










cosa 


cosi3 


cosy 




X 
7 


1,' 


Z 



. /4x* W 42» 



pour déterminer les cosinus directeurs de la normale niî 
les angles du plan tangent avec les plans coordonnés. 

14 
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i^ Deréquation(16), 



D = 



»' a* 6* c* 
< 



pour la distance de Torigine au plan tangent. 
S» De lequalion (12), 

"^ Ifc^ "" Dp/ W ■" Dp/ "^ 6* le* "" Dp/ w D^y 

"*" c* \/^""Dp/ U* Dp/""^' 

à cause de U= — , V = -~, W = -t' I> = -; 
a* 6' r R 

2 2 2 2 

doù w = ~' t=— » tt?=-T» R = 7:; 

a* 6* r D 

Cette équation qui fournit les rayons de courbure prin- 
cipaux devient, en divisant par 

X* v* z* 



a' (Dp -a») 6* (Dp — 6*) c^(Dp--(^ 
ou encore 

Sous celte forme, on voit, par le dernier terme, que si D 
conserve la même valeur, le produit des rayons principaux 
est constant. 
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6* De réquation (6), en tirant d abord de Téquation de 
la surface 

c*a:y c* (o' — x') 

puis, en substituantdans (6) ces valeurs, ainsi que celle de z* : 



pour réquation diiïérentielle de la projection des lignes de 
courbure sur le plan des xy. 

7** Des équations (7), en y substituant les valeurs de;), 
<3f,r, $y t: 

^ a'z* -♦- c V a* b'z^^cy 

pour les équations des ombilics. 

Ces équations sont satisfaites par les valeurs 



coordonnées des quatre ombilics. 



En écrivant Téqualion du plan tangent sous la forme 

x' y' z' ^ 

a* 6' r 

X y « 
on voit que les coordonnées des points où ce plan rencontre 
les axes son! 

^ i' f! 

x' t/' z 



i 
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Le volume de la pyramide comprise entre le plan tangent 
et les plans coordonnés est donc 

I a« 6* d c» _ a*6V 
"-2 X y Z z 6xyz 
L'aire de la portion de plan tangent limitée par les plans 
coordonnés est égale à ce volume divisé par le tiers de la 
dislance de l'origine au plan tangent, soit 



a%h^ i i a^bh^ ^ /x' y 



i ^xyz V a* 



ii« 



iûxyz 3 /^î , ^, ^xyz 

Pour déterminer le lieu des projections du centre de Tel- 
lipsoïde sur ses plans tangents, il suffit d éliminer ar, y, z 
entre les équations du plan tangent et de la perpendiculaire 
abaissée de Torigine sur ce plan. Or, les équations de cette 
dernière ligne sont 



d'où 



Multipliant respectivement les termes de l'équation du 
plan tangent par ces quatre quantités égales, on obtient 
pour le lieu cherché 

équation de la surface d'élasticité. 





a*x 

X 


' 6y cV 
y « 


ax' by' 


ez' V/a»x'* + by + c'z* 


X y 
a b 




z i 
c 



i . Plan tangent au conoïde 



jrV -f- a*«/' — rV = o. 



L'équation de ce plan est 

(z^ — r') xx/ ■+■ ahjy' -+- x^zz = xV. 
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Quand z = r, y = o , et I équation du plan est z' = r. 
2. Plan tangent à la surface dont I équation est 



az = / arc sin 



On trouve pour équation de ce plan 

2z^(x'y — xy') H- (z' — z) (x' ^ /) à^=o. 

3. Plan tangent à la surface d'élasticité 

aV -f- 6y H- c*z« = (x» -h y» H- zy 

et distance du centre à ce plan. 

En posant r' = x*-4- y' -♦- z*, lëquation du plan tangent 
est 

(2r« — dF) XX' -f- (2r« — 6») yy' ^ (2r' - c*) zz' = r'. 
La distance du centre à ce plan est 

l/a*x« + 6y H- c*z« 

4. Point où la normale à la surface de révolution 
z = » (x* -4- y') rencontre Paxe des z. 

L ordonnée de ce point est z' = z -f- x 

dy 

3. Tous les plans tangents à la surface z = x^^ [~] passent 
par un même point. ^ 

L équation de tout plan tangent est 

._..i,.._,Kp-:^'),-(|). 

et Ion voit que pareil plan passe par loriginc. 

z = x^(-l est en effet 1 équation des surfaces coniques 
dont lorigine est le sommet. 
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6. Ordonnée du point où le plan tangent à la surface 
dont lequalion est 

rencontre Taxe des z. 

L ordonnée du point cherché est 

z' = (m -4- i) l/x* -f- y' -4- J2* ; 
elle est donc proportionnelle à la distance du point de con- 
tact à Torigine. 

7. L'équation d'une surface étants (x'h- y') = a% cher- 
cher Taire de la portion de plan tangent limitée par les 
plans coordonnés. 

L aire cherchée a pour expression 



9a'V/r'(r'>4-4jg') 
2xy*j2.r* 

dans laquelle r* = x* -♦- y\ 

8. Volume de la pyramide comprise entre les plans 
coordonnés et le plan tangent au cono-cunem de Wallis. 

ay — x*y* — cV = 0. 

On trouve pour expression du volume cherché : 

Cc»z(x* — a*) * 

9. Angles du plan tangent à Phéliçoïde développable 



arsm 



t^nz (x«-f- 1/'- a'f] fâTrz (x*^ y— a'^l 
X- -a J-^^'l-T a J=« 



avec les plans coordonnés. 

^ 27rZ (x* -4- v' — a')i ^ 

En posant ^ = 0, on trouve 

h a 

h(as\(ïO — x) 
cosa = 



^/(JC«^-y»-.a»)(A»-4- 47r'a») 



cosp = 
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A(aeosO — y) 



V/(x«^î/«-a*)(A«-^4;rV) 
2a7r 



cosy = -— • 

l^A'-f-47rV 

Le plan tangent fait donc avec le plan des x^ un angle 
constant. 

10. Plan langent à rhéliçoide gauche 

X cosnz — y sin nz = Oy 

et distance de lorigine à ce plan. — Rayons de courbure 
principaux de la surface. 

En représentant x' -4- ly* par i-*, on obtient : 

Pour équation du plan tangent, 

xt/' — x'y -4- wr' (z' — z)«=:o. 
Pour la distance de lorigine à ce plan , 

nrz 



D = 



l/d 



!«»< 



n'z 



Pour lequation des rayons de courbure principaux, 

n^p^ -f- (i -♦- nh'^) = 0. 

11. Lieu des projections de lorigine sur les plans tan- 
gents a la surface dont Féquation est 

xyz = a'; 

rayons de courbure principaux, ombilic et lignes de cour- 
bure de cette surface. 

Le lieu est x' h- j/ -h z' = a', sphère dont le rayon est a. 

L équation des rayons de courbure principaux , 

27tt* 
Les coordonnées de Tombilic, x = y = jc = a. 
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L'équation différentielle de la projeetion des lignes de 
courbure sur les plans des octjy 

x^ixY- a«) g)' + 2x»/ (f - ^') 2 - -V' W - «*) = "■ 
12. Eléments principaux du paraboloïdc elliptique 







x« 


/ 










2a 


-"l6- 


z=^o. 




Le 


plan tangent 


est 












xx' 
a 


^f = 


■ z-\- z'. 




Les 


; équations de la normale 








a(x' — 


-x) 


M.y'- 


y) '-' 


— z 




X 




y 




— 1 



Les cosinus directeurs de la normale sont fournis par 
les équations 

cosa cos/3 cosr i 



^ y ~* . /x* / 



a u V «« • /'^i "*■ 






6 

La distance de lorigine au plan tangent est 

z 



V a' 6« 



i 



L équation des rayons de courbure principaux, 

Les coordonnées des deux ombilics sont, en supposant 

a> 6, 

a — b 

et, pour a < 6, 



y = o, X s=zt,i/a{b — a),z = 



b — a 
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^ m 

L équation différentielle de la projection des lignes de 
courbure sur le plan des xy est 

axy l-y- 1 -4- [ôx* — oj/' -I- a6 (a — ^) ] "jT ~ ^^1/ = <>• 

13. Point singulier de la surface dont 1 équation est 

(x« H- i/« -f- z«)' = aV ^- 6y ~ cV. 
On trouve, en posant x' -♦- iy' -♦- z* = r% 

U =2x(2r*— a«), V=%(2r« — 6«), W=2;r(2r'4- c'), 
w =2(2r*— a*)-f-8x*, v =2(2r«— 6') ^8y», w =2(2r*+c»)H-zS 
u' = 8yz , v' = 8xz , w'= 8xy. 

Les équations U = o,V = o,W = o sont satisfaites pour 
x = o^y==:o^z =0, et ces valeurs satisfont aussi à lequa- 
tion de la surface. 

L'origine est un point singulier et I équation du lieu de 
toutes les tangentes à la surface en ce point est fournie par 
réquation (14) en substituant à U, V,W, w^tj, t(?, w', r', w;' 
ce que deviennent ces dérivées pour x = o, ^ = o et z=o. 
On trouve 

o'x* -♦- 6y — c^z^ = , 

équation d'un cône dont le sommet est Torigine. 

14. Points singuliers de la surface des ondes dont 
réquation est 

(x« H- y* -f- ir«) (aV -f- 6y + cV) — a* (6* -4- â) x» 
Quatre points singuliers dont les coordonnées sont 



y==0, x = ±:c V/ — -, z=dba 1/ "1 
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L equalion du lieu de toutes les tangentes en ces points 



est 

(Hamilton.) 
15. Point singulier de la surface dont lequation est 

z (x* -4- 3/' -♦- z') -4- ox' -♦- 6î/* = 0. 

L origine est un point singulier et Péquation du lieu des 
lignes tangentes en ce point est 

ax* ■+- by^ = 0, 

équation qui ne peut représenter que Taxe des z. 



CHAPITRE XVI. 



COURBES GAUCHES. 



Les équations de la courbe étant 

ses principaux éléments se déterminent au moyen des ex- 
pressions suivantes dans lesquelles x', y', z' désignent les 
coordonnées courantes cix,y, z celles du point de contact 
de la tangente : 

Tangente, 

x' — X y' — 7 z' — z 



dx dy 1 

dz dz 



■ ■ {«). 
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Dérivée d'un arc de courbe. — En représentant Tare 
par 5, on a 

Cosinus directeurs de la tangente. — En désignant par a, 
(3, y les angles de la tangente avec les axes, 

dx dy dz 

cosa = ---> cosS = -r-' cosr^-T" • • (5)« 
ds ds ds 

Plan normal. 

(x'-x)^-4-(y'-y)gH-(z'-i:) = o (4). 

Plan^sculateur. 

,(Py , , ,d*x , Jdyd^x dxiPy\ 



• (0)- 



Cosinus directeurs de la normale principale. — /, f^-, v 
étant les angles que celle normale fait avec les axes et R 
représentant l'expression 

/Td^Ji 



Normale 


principale. 










x'—x 
(Px 
ds* 


y —y 
.d'y 

ds* 


= 


z' — z 
d*z 
ds* 



. /(fPx\* (d*y\* ItPzV 

Vlrf?) -(;??) -bJ' 



on a d^x d^y d*z 

1^ 1? 1? 

eosÀ = — , cosfA = — , cosv = — . . (7). 
R , '^ R R ^ ^ 

Angle de courbure. — » représentant cet angle, 

« = Rrf5 (8). 
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Rayon de courbure. — p élanll ce rayon, 



Le rayon de courbure coïncidant avec la normale prin- 
cipale, ses cosinus directeurs sont fournis par les équa- 
tions (7). 

Centre de courbure, — X, Y et Z représentant les coor- 
données de ce centre, on a 

Lieti géométrique des centres de courbure. — Les équa- 
tions de ce lieu se trouvent en éliminant x^ y, z entre les 
trois précédentes et celles de la courbe. 

Axe polaire. — Les équations de cet axe sont 

x' — X v' — Y 2 — Z 



(Py 


(Px 
dz* 


dy d^x 
dz dz* 


dx d^y 
dz dz* 



équations dans lesquelles il faudrait substituer à X, Y, Z 
les valeurs fournies par les équations (10). 

Surface polaire. — L'équation de cette surface s obtient 
en éliminant x, y, z entre les équations de Taxe et celles de 
la courbe. 

Arête de rebroussement. — Les équations de cette ligne 
se trouvent en cherchant les courbes enveloppes (voir cha- 
pitre XVII) des projections des axes polaires. Si Ton connaît 
la surface polaire, il n'est besoin que de chercher l'équation 
d'une des courbes enveloppes. 
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Développée. — L équation de la surface polaire est l'une 
des équations de la développée. On trouve l'autre en élimi- 
nante, y, z entre les équations de la courbe et les suivantes : 

c/f ~ t/v "" 1 ' 
dï di 

I, >7 etÇ représentant les coordonnées du point de contact 
de la tangente à la développée. 

Angle de torsion. — e représentant cet angle, 

p* /rf*y d^x d'x dJ^y\ , 
'-J^Ad?d?'-dr^d?)''' • • <^'^- 

Les équations de Thélice cylindrique sonl 

z z 

x=:rsin — et v = rcos — , d'oùx*-*- v*=r*: 
ar ^ ar :^ ' 

r représentant le rayon du cylindre et a la tangente trigo- 
nométrique de langle constant v que forme la courbe avec 
les génératrices. 



Dérivant, on a 










dx y 
dz ar 


> 


dy 
dz 


ar 




d^x 
dz^ 


X 

ah''' 


iPy 
dz* 


-J?-- 




d^x 
dz'" 


i' 


d^y 
dz' 


X 

a'r' 




En substituant les ^ 


aleurs de ces 


dérivées dans 


les for- 


mules rappelées plus haut, on détermine facilement les élé- 


ments principaux de la courbe. 
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1" Tangenle. — Des équations (1) on tire 



X — X y — y z — z 

y ^ ^ 

ar ar 



2° Dérivée d un arc de courbe. — La formule (2) donne 

ds . /"^»" x^ . /\ ^ a* i 

az y arr^ a^r ▼ o* sint? 

3** Cosinus directeurs de la tangente. — On a 
dx y 

dx dz ar y ^ V 

_ == =r = 1= = - ces V , 

as ds _ /4 _, ^« r [/1[Z^ r 



dz y—^ 





dy 


dy 


dz 






ds 


ds 




dz 


dz 


\ 


ds~ 


ds 




dz 






X 

ar xi X 

= cos V , 



^l/TT^ 



V a* sin V 



\ 

= sin r. 



Donc, d'après les expressions (3), 

y ^ • 

ces a = — ces V, cos S = — — cos r , CCS r = sin v. 
r r 

D'où Ton voit que la tangente fait avec Taxe des z un 
angle constant. 

4*" Plan normal. — L'équation (4) fournit 

1J X 

(»^' — ^) — — (y'— y)^^ +(2' — «)==» 

on x'y — xy' -*- {z — z) ar = o. 
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5° Plan osculateur. — En employant l'équation (S), on 



trouve 



_(x'~x)-#--+-(t/'--v)4T-*-(2'--^)f4-,+ -^J =» 

6" Normale principale. — A cause de — = » 

dz sini? 

fi**- 



X 



Et, par suite, 






(Px 


X 




<Px dz* 


c?r* 


a- 


ds^ IdsV 


\ -4- a' 


r»(1 -4- a») 


\dzl 


a' 




dh, dz^ 


y 


U 



,,^, -,...,- . ,- „,. ,,^--cos'r, 



IdsV I -4- a' r»(< -f- a« 



rf»z 



:i=''- 



Substituant ces valeurs dans les équations (6), on trouve 
x — X y' — y z — z 



X y 



ou x'y — xy' = et z' = z. 

D'où Ton voit que la normale principale est parallèle à 
la base du cylindre et rencontre toujours son axe. 

7° Cosinus directeurs de la normale principale. — On a 



= \/ -- cos*i7 -+ ^ cos*y == 

\ r* r* ?• 
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Donc, à cause des formules (7) , 

X 

-T COS*î? 

r* X 

cos*t? r 



r 



— cos'v 
r* y 

cos p = — — 



cos^t? r 



cosy = 0. 
La normale principale est donc toujours perpendiculaire 
à Taxe du cylindre, comme on lavait déjà trouvé. 
8° Angle de courbure. — La formule (8) donne 
cos'r , 

u = us, 

r 

La courbure est donc constante. 

9° Rayon de courbure. — La formule (9) fournit 

r 

cos*v 

1 0° Centre de courbure. — En employant la formule (1 0), 

on obtient 

v^ X 

X = x • -- cos*t; = — a: tang*i? = — a*x, 

cos*t; r' 

r' y 

Y = î/ • ~ cos'v == — y tang*i; = — a^y, 

•^ cos*t? r 

Z =z. 
11° Lieu géométrique des centres de courbure. — En 
éliminant ar, y, z entre les équations du centre de courbure 
et celles de la courbe, on trouve très-aisément pour les 
équations du lieu cherché 

Z , Z 

X = — aV sin — et Y = — irr cos — ; 
ar ar 

équations d'une autre hélice cylindrique, de même axe que 

la première, le rayon du cylindre étant aV. 
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IS'* Axe polaire. — Les équations (H) fournissent 
x' — X y'^Y z'^Z 

y X i 

aV aV aV 

L'égalité des deux premières de ees quantités, après que 
l'on y a remplacé X et Y par leurs valeurs, fournit pour 
Tune des équations de Taxe polaire 

xac' -f- yy' = — aV 

et Ton peut prendre pour autre équation de Taxe celle du 
plan normal 

x'y — xy' = — (jz' — z) ar, 

13** Surface polaire. — Pour éliminer x, y,z entre les 
deux équations de Taxe et celles de la courbe , il suffit d éle- 
ver au carré les deux membres de chacune des équations 
précédentes^t d'ajouter, ce qui donne 

De cette expression tirant la valeur de j?, la portant dans 
les équations de l'hélice , puis substituant les valeurs de x 
et de y qui en résultent dans l'équation du plan normal, 
on obtient pour équation de la surface polaire 



a; sm I — 



=bl/jt 



y'cosi ^ 



14** Arête de rebroussement. — On a trouvé pour la 
projection de l'axe polaire sur le plan des xy, 

xx' -*- y y' = — a^r^i 

Cette ligne dont l'équalion peut s'écrire sous la forme 

z z 



x'sin h V' ces — = — aV 

ar ar 



15 
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a pour courbe enveloppe 

x'* H- y'* = oV*. (Voir, chapitre suivant, le moyen de 
trouver cette courbe.) 

C'est Tune des équations de Taréle de rebroussement. 
L'autre est Té^uation de ta surface polaire, que Ton peut 
écrire à cause de l'équation précédente, 

z' z' 

x' sin — -♦- v' sin — = — aV. 
or ar 

Ces deux équations de l'arête peuvent facilement s'obte- 
r sous la forme 



nîr 



z z 

x' = — oV sin — et t/ = — aV cos — 
ar ar 



D'où l'on voit que les équations de l'arête se confondent 
avec les équations de l'hélice trouvée comme lieu géomé- 
trique des' centres de courbure. 

15** Angle de torsion. — La fonnule (12) donne 

sin 2v 



2r 



-ds. 



Remarque. — Quelle que soit la forme des équations de 

la courbe gauche, on tire de celles-ci les valeurs de — » 

dy dfx "^ 

-7-»-7T'etc., et, par substitution de ces valeurs dans les 
dz dv ' ' r 

formules générales , on détermine les éléments de la courbe. 



1. Déterminer les éléments principaux de l'hélice cylin- 
drique dont les équations sont 

z z 

X =s — aV sin — , y = — aV cos — • 
ar ar 

Ce sont les équations de la ligne des centres de courbure 
de l'hélice prise comme exemple. Nous laissons aux élèves 
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de résoudre cette question et de comparer les résultats à 
ceux qui ont été obtenus. 

2. Tangente, plan normal et plan osculateur de la courbe 
gauche formée par Finlerseclion de deux cylindres droits 
dont les axes se coupent rcctangulairement. 

Les équations de la courbe étant 

X* -«- 2* =s o* et y* -4- z* =: h\ 
on trouve : 

Pour les équations de la tangente , 
xx' -h zz' = a', 

yy' ■+- ^z' = f>*' 
Pour équation du plan normal, 

X y z ' 
Pour équation du plan osculateur, 

tVx' — a'yy -+- (a« - 6«) lâz' = aV (a* — 6*). 

3. Tangente et plan normal de la courbe formée par l'in- 
tersection d'une sphère et d'un ellipsoïde concentriques. 

(Ellipse sphérique.) 
Les équations de la courbe sont 

x* v' ^* 

Dérivant chacune de ces équations, on obtient 

dx dy 

X — -^ y — ^ z = o, 
dz dz 

X dx y dy z 

lâdi'^VT^'^J'^^' 

Résolvant ces équations dérivées par rapport à — et ~, 

dz dz 

on Irouvc 

dx a« (6« — c*)z rfy 6«(c' — a»)z 
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Par substitution de ces valeurs , on obtient pour les équa- 
tions de la tangente, 

a«(6*-c») èV-»*) cV-fc*)' 
et, pour équation du plan normal, 

4. Tangente et plan normal de la courbe formée par 
rinterseetion de deux cônes droits dont les axes se coupent 
rectangulairement. 

En prenant pour origine le point de rencontre des axes des 
cônes et les directions de ces droites comme axes des x et 
des y, si l'on représente par A, h' les distances des sommets 
des cônes à lorigine et par m, m' les coefficients angulaires 
des génératrices , on obtient pour équations de la courbe 



Les équations de la tangente sont 

x'—x y' —y 



m«jr[(m'* -«- \)y — h'] m'*z [K -f- 1) x — A] 

z' — z 



{h — x) (A' — y) — «iWxy ' 
celle du plan normal, 

m«z(x'— x)[(m'«^-1)y— A'l-*-m'««(y' — y)[(m*H-1)x— A] 
-+- (z' — z) [(A — x) [h! — y) — wè'm'^xy] = o. 
5. Dans la courbe qui résulte de Tintersection des deux 
cylindres paraboliques 

x' 8B= 2ojz et y = 26jj, 
on trouve 

x' — X y' — y z' — z 

X y 

pour équations de la tangente ; 



DE CALGIL DIFFÉRENTIEL. «29 

X y^ 

pour équation du plan normal; 

6x 

«y 

pour équation du plan osculateur. 
On trouve encore 

(a ^ 6 -4- 2x)^ 

p = i — 

(o -♦- 6)^ 

X = -, Y = ^, Z = a-^6-*-5z. 

o -1-6 a-f- 6 

6. Dans la courbe qui résulte de Tintersection des deux 
cylindres, Tun circulaire, l'autre parabolique : 

X* -♦- z* =.a' et t/* «= ôjr , 

on obtient pour équations de la tangente 

xx' -♦- Z2' = a*, 

Les coordonnées des points où le plan normal rencontre 

les axes sont 

, 6x , ,6 

x=-— ,y =yctz=-^ 

Le plan osculateur rencontre les axes aux {)oinls dont 
les coordonnées sont 



X ssx 



x' 



"" z (2a' -♦- X») 



i 
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L'expression du rayon de courbure est 



7. Dans la courbe qui résulte de Fintersection de la 
sphère et du cylindre dont les équations sont 

X* -H y* -♦. z« = r* et (x — 6)« ^ y» = a« , 

on obtient pour équations de la tangente 

x' — X y' — y z' — z 

-z ~ zVa^—y"^ ^ 

La longueur de la portion de tangente comprise entre le 
point de contact et le plan des xy est 



z 



Pour équation du plan oscukteur , on trouve 

(x' — x) 6 [aV - 6y« Va^—y^] -{y' -y) 6y-».(z'-z) a':â=ro. 
Au point de la courbe dont les coordonnées sont 



y = Of x = 6 — a et 2 = l^r* —.(6 -— r a)\ 

ce plan devient 

6x'-+-z'l/r* — (6 — a)« = r* + a6 — a', 

c'est-à-dire parallèle à Taxe des y. 
8. L'hélice conique a pour équations 



(S)'-^(II=^«'«*^' 



a représentant le rayon de la base du cône; h, la hauteur 
du cône; v, Tinclinaison constante des tangentes sur la base. 
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En représentant par k la quantité 



V\ 



— COtg«l? — i, 



on a dx ky — x dy kx -^ y 

dz a — z dz a — z 

D'où, facilement, les dérivées d'ordre supérieur par rap- 
port à z et celle de l'arc de courbure 
ds 1 
dz sïnv 

Les équations de la normale principale sont 
ky — X ^ , 

Le rayon de courbure a pour expression 
_^ ^{a-z\ 
^ *$in2i? 

Les coordonnées du centre de courbure sont 

y 

Z = z. 

Pour angle de torsion on obtient 

ksin^v , 

r = ds, 

a — X 

Nota. — Nous n'avons déterminé que certains éléments 
des courbes qui fqnt le sujet des exercices précédents; nous 
engageons les élèves à calculer les autres et à interpréter les 
résultats de l'analyse. 
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CHAPITRE XVII. 

ENVELOPPES DES LIGNES ET DES SURFACES. 

Soient F(x,y,o) = o (i) 

réquation d'une courbe contenant le paramètre variable a, 

sa dérivée par rapport à a. 

Pour trouver Tenveloppe de toutes les courbes que Ton 
obtiendrait en faisant varier a d'une manière continue dans 
réquation (1), il suffit d'éliminer ce paramètre entre les 
équations (1) et (2). 

Soit encore F(x,y,05 6) = o (3) 

réquation d'une courbe renfermant les paramètres varia- 
bles a et 6 liés par l'équation 

f{a,b) = o (4). 

Pour trouver l'enveloppe de cette courbe, on suit l'un 
ou l'autre des deux procédés suivants : 

1" Si l'expression de l'un des paramètres en fonction de 
l'autre peut être fournie par (4) et- si cette expression est 
simple, on la substitue dans (3), et, celle-ci ne renfermant 
plus alors qu'un seul paramètre, on opère comme précé- 
denunent; 

S"" Si la résolution de l'équation (4) est difficile ou im- 
possible, ou bien si l'expression de l'un des paramètres en 
fonction de l'autre est compliquée, on dérive, en considé- 
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rant 6 comme fonction de a , les équations (3) et (4) par 

rapport à a y puis, entre les résultats obtenus y on élimine --- • 

lia 

On obtient ainsi une nouvelle équation entre a et 6, puis, 

entre cette équation et les équations (3) et (4), on élimine a 

et 6. On emploie avec avantage dans ce calcul la méthode 

du multiplicateur indéterminé. 

Règles analogues pour déterminer Tenveloppe d*une 

courbe dont Téquation renfenne trois paramètres variables 

liés par deux équations, etc. 

Remarque. — Étant donnée Téqualion (3), on peut se 
proposer de chercher la relation qui doit exister entre a 
et b pour qu'en remplaçant, dans Téquation proposée, Tun 
des paramètres par sa valeur en fonction de l'autre, l'enve- 
loppe soit une courbe donnée 

f'{x,y) = o (5). 

Pour obtenir cette relation , il suffit de tirer de chacune 

des équations (3) et (5) la valeur de--^, de les égaler, puis 

dx 

d'éliminer x et y entre l'équation résultante et les équa* 

tions (3) et (5). 



Les procédés sont les mêmes que les précédents pour 
obtenir l'enveloppe d'une surface donnée. 

Ainsi F(x,y,z,a) = o (6) 

étant l'équation d'une surface qui renferme le paramètre 
variable a, on obtient l'équation de l'enveloppe en élimi- 
nant a entre (6) et la dérivée 

dF 

Ta-'' ^'^' 



m maoccs sÉraoMQCES 

Quod l'équalMMi de b smface est de b forme 

sadianlque ç(a,6j = o, 

il y a lieu d*opler entre deox proeédés, eie. 

Kemarqne. — Si entre les équations (6), (7) et — - = o, 

oa 

on élimine a, on obtient les équations de larète de rebrous- 
Moment. 

Bxcaiplc 1. 

Enveloppe des droites déterminées par Féquation 
y = ax 
a étant le paramètre variable. 
F = y — ax 
dF p 



y = ax-i 1 

^ 2a 



On a p p ... 

F = y — ax— — = (1), 



l)c Inéquation (2) , on lire 



V 9x 



2x 

cl, en subsliluanl celle valeur de a dans (1), on oblienl, 

«prés réductions , pour équation* de Tenveloppc, la parabole 

y» = 2px. 

Exemple II. 

Enveloppe de tous les ellipsoïdes de révolution repré- 
sentés par l'équation 



X* fy* 



(I), 



Ws uxcs clanl liés par la relation 

(2). 
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Dérivant (1) et (2) par rapport à a, en considérant b 
comme fonction de a , il vient 

x' v' -♦- ^* ff'b 

a-t-6-7-=^o (4). 

da 

Multipliant (o) par le multiplicateur indéterminé l et 
retranchant (4), membre à membre, on a 

D'où 

ap' V* -♦- ^' 

/ — == a et A ^-— — = 6. 
a' 6' 

Multipliant respectivement ces deux équations par a et & , 
additionnant, puis tenant compte des équations (1) et (2), 
on trouve l = lâ. 

Donc ,,x* ..V*-*-^' . 

Substituant ces valeurs dans 1 équation (2), il vient 



pour équation des enveloppes. 

Exemple III. 

Quelle relation doit-il exister entre les paramètres a et 6 
de la ligne de droite 

X y 

--^7 = 1 (i) 

a b 

pour que Tenveloppe soit le cercle 

a;«^-y = r* (2)? 
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De (1), on lire 

dy b , 

dx a 

de (2), ^=_f. 

dx y 

Égalant ces valeurs de -^ on a 
dx^ 

X b 



(3). 



Or (3) donne x = — et , par substitution de cette valeur 

de X dans (1), on trouve 

^ a'b 
'J— a'^b' 
et , par suite , _ ab* 

Substituant ces valeurs de x etde j^ dans (1), on trouve 
pour la relation cherchée 

i 1 1 



1 . Enveloppe des paraboles représentées par Téquation 

v =5 ax X , 

a étant un paramètre variable. 

On trouve pour équation de Tenveloppe cette autre para- 
bole 

x* = 4A(/t — y). 

La parabole proposée est celle qui est décrite dans le 
vide par un point matériel pesant, a représentant le coeiB- 
cient angulaire de la direction de la vitesse initiale avec 
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Taxe des x et les ordonnées étant prises en sens contraire 
de la pesanteur. 

3. Enveloppe des ellipses représentées par Péquation 

a étant le paramètre variable. 
L'équation de Tenveloppe est 

3. Enveloppe des cercles représentés par Péquation 

les paramètres o et 6 étant liés par la relation 6* = ima. 
On trouve pour équation de Tenveloppe 

y* = 4t9t (x -\- m). 

4. Enveloppe des droites représentées par I équation 

les paramèlres a et 6 étant liés par la relation 

m n 
L'enveloppe a pour équation 

▼ m ▼ n 

5. Enveloppe des ellipses représentées par Téquation 

a et 6, paramètres variables, étant tels que 
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On obtient pour équation des lignes enveloppes 

X y 

m n 
Quatre lignes droites. 

6. Enveloppe dune droite dé longueur constante qui se 
meut en s'appuyant sur deux axes rectangulaires. 

En représentant par / la longueur de la droite et par a, 6 
les distances de Torigine aux points où elle rencontre les 
axes, la question se ramène à chercher l'enveloppe de la 
droite 

X y 

a 
a et 6, paramètres variables, étant liés par Téqualion 

L'enveloppe est représentée par lequation 

x' -f- 1/^ = /^ 

7. Enveloppe des cordes joignant les extrémités des dia- 
mètres conjugués de l'ellipse 

X* v^ 

x'et y' étant les coordonnées de l'extrémité de l'un des 

diamètres , - v' et x' soht celles dé l'extrémké de l'autre 

et la corde a pour équation 

x' (y — — )^ — y' [oo -+- -jjy + 06 = 0. 

La question est donc ramenée à chercher l'enveloppe de 
toutes les cordes représentées par l'équation précédente , x' 
et y\ paramètres variables , étant liés par la relation 
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On trouve pour équation de Tenveloppe 

ellipse dont )es axes sont 

a b 
— et— ^• 

Vli |/2 

8. Par un point donné, on mène à un cercle donné une 
sécante quelconque et, sur la corde interceptée, comme 
diamètre, on décrit une circonférence. Quelle est l'enve- 
loppe de toutes les circonférences obtenues par le même 
procédé? 

En prenant le point donné comme origine et pour axe 
des X la droite menée de ce point au centre du cerck donné, 
on obtient pour équation de ce cercle de rayon R 

et, pour celle d'une sécante, y = ax. 

L'équation de la circonférence décrite sur la corde inter- 
ceptée est, par suite, 

\ i ^aV V 1 -f- aV i -t- a» 

et l'enveloppe de cette courbe, qui ne contient que le para- 
mètre variable a, est 

(x* — fwx H- m* -4- y — R')' — m*(x' + y«j := o. 

9. Par un point quelconque d'une courbe de deuxième 
ordre, on mène à une ellipse deux tangentes , puis la corde 
qui joint les points de contact. Quelle est l'enveloppe de 
toutes les cordes ainsi obtenues? 

Soient a et 6 les coordonnées du point pris sur la courbe 
de deuxième ordre dont l'équation est 

Ax* H- 2Bxy H- C^* -*. 2Dx -i- 2Eî/ -♦- 1 = o, 
et soit X* y* 



l'équation de l'ellipse. 



m* n^ 
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Si par le point (a, 6) on mène deux tangentes à Tellipse, 
la corde des points de contact est 
ax hy 

On doit donc chercher Tenveloppe de toutes les cordes 
représentées par cette dernière équation, a et 6 étant liés 
par la relation 

Ao* -♦- 2Ba6 -♦- C6' -^ 2Do -♦- 2E6 -♦- i = o. 

On obtient pour équation de Tenveloppe 

-*- 2(AE--BD)^ ^ AC — B* = o. 

La question que Ion vient de traiter est un cas parti- 
culier du problème général des polaires réciproques. (Pon- 
celet, Annales de Gergonne, vol. VIII.) 

1 0. Le centre d'un cercle variable se meut sur Taxe des rr. 
Quelle relation faut-il établir entre Tabcisse du centre et le 
rayon pour que Tenveloppe soit une droite passant par 
l'origine? 

Soient (x — a)* ^-y* = 5*, 

y = mx, 
réqiiation du cercle et celle de la droite. 
On trouve pour la relation cherchée 

11. Même problème en supposant que Tenveloppe du 
cercle variable doive être rellipse 



On obtient 



^.u.^i. 
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12. Même question en supposant que Tenveloppe du 
cercle variable doive être la parabole 

La relation cherchée est 

t»=p(2a — p). 

13. Même question, l'enveloppe du cercle devant être 
l'hyperbole 






La relation demandée est 



6« = n«(-^--l). 
\nr -4- n' / 



14. Enveloppe de toutes les normales à la parabole dont 
l'équation est y* = 2j)x. 

L'équation de la normale à la parabole proposée est 

y'-y = -^(^'-^)- 

Il faut donc chercher l'enveloppe de toutes les droites 
représentées par cette équation, les paramètres variables y 
et X étant liés par la relation 

y« = 2px. 

On trouve pour équation de cette enveloppe 



y" 



PL 3 J' 



C'est l'équation trouvée pour la développée de la para- 
bole j/* = 2px. (Voir chapitre XIV, section II, exemple I.) 
On sait, en effet, que l'enveloppe de toutes les normales 
à une courbe est la développée de cette courbe. Les ques- 
tions proposées sur les développées pourront donc servir 
d'exercices pour la recherche des lignes enveloppes. 

iG 
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1S. D'un poiitf émanent dans toutes les directions d'un 
même plan des rayons de lumière. Cçux-ci étont renvoyés 
par une courbe située dans le plan, déterminer l'enveloppe 
des rayons réfléchis. 

En prenant pour origine le point de départ des rayons 
et désignant par x, j/ les coordonnées du point où le rayon 
rencontre la courbe; par a le coefficient angulaire de la tan- 
gente à la courbe au point (x, y); par fx la tangente trigono- 
métrique de l'angle du rayon et de la tangente à la courbe 
au même point (x, y); tenant compte d'ailleurs de l'égalité 
des angles d'incidence et de réflexion , on trouve pour équa- 
tion du rayon réfléchi au point (x, y) 

L'enveloppe du rayon s'obtiendra du reste par les pro- 
cédés ordinaires. 

Ainsi , la courbe réfléchissante étant l'ellipse 

~T~-^T'^^ (^^ 

dont un des foyers, pris pour origine, coïncide avec le 
point lumineux, on trouve aisément 

6« (x — c) 

« y 

et, par suite, pour équation du rayon réfléchi, 

»'-y=^(*'-^) • • • • c^)- 

Ensuite en considérant, dans cette équation, x et j^ comme 
deux paramètres variables liés par la relation (1), on verra 
que l'enveloppe se réduit à un point 
y' = o, x' = 2e; 
c'est-à-dire au second foyer de rdlipsc. 
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L'exercice traité a rapport au Problème des caustiques 
par réflexion y si important en optique. 

16. Enveloppe des sphères représentées par l'équation 

a étant un paramètre variable. 
L'équation de la surface enveloppe est 

X* y* -4- 2* 



celle d'un ellipsoïde de révolution. 

17. Enveloppe des plans passant par un point donné et 
tous à égale distance d'un second point donné. 

Soient pris pour origine le second point donné et, pour 
axe des z^ la droite passant par les deux points; on aura à 
chercher l'enveloppe des plans 

ax -*- by -^ z ss m y 

les paramètres variables a et 6 étant liés par la distance p 
de l'origine à chacun des plans, soit par l'expression 

m 
^ ■" V/o« -H 6« ^ 1 
L'équation de l'enveloppe est 

celle d'un cône à base circulaire. 

18. Enveloppe d'une sphère donnée dont le centre se 
meut sur une circonférence aussi donnée. 

Il faudra chercher l'enveloppe des sphères représentées , 
par réquation 

les paramètres variables a et 6 étant liés par l'équation du 
cercle 
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On trouve pour enveloppe 

{k =t \/x»-^y'y = R« — z\ 
équation du tore. 

19. Si Ton coupe un hyperboloïde à une nappe par un 
plan et que, partons les points de la courbe d'intersection, 
on mène des plans tangents à Thyperboloïde, quelle sera la 
surface enveloppe des plans tangents? 

Soient x^ y' «' _ 

et Ax-t-By-*-Cz=D 

les équations de Thyperboloïde et du plan sécant. 
Celle du plan tangent à Thyperboloïde est 
xx' y y' zz' 

et c'est de ce plan qu'il faut chercher l'enveloppe; x,y eiz 
étant trois paramètres variables liés par les deux équations 
précédentes. 
Différentiant les trois équations par rapport à x, y^z, on a 
xdx ydy zdz 
a* 6* r 

Xdx -\- Bdy -+- Cdz = o , 
x'dx y^dy z'dz 

Multipliant respectivement ces trois équations par X, 1 et 
IJL, ajoutant, puis égalant à o les coefficients de dx, dy et dz, 
on obtient 

X x' 

ar o' 



z z' 



^U-*-^7T-*-B = ^' 






Multipliant de même ces trois dernières équations par 
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X, y, z et ajoutant, on trouve en tenant compte des équa- 
tions de rdlipsoïde, du plan tangent et du plan sécant 
;. -h fA -4- D = o; d'où A = — p — D. 

Substituant cette valeur de 1 dans les équations préeé- 

dénies, il vient 

ké — Dx = iu (x — x'), 

Doù 

_ J ^ ^ ou 



Aa«— Dx B6«~Dy — Cc«~Dz Ce» -^ Dz ^ 

Multipliant les deux termes de chacun de ces trois rap- 

x' y' z' 
ports égaux respectivement par —, Ti»"i' ^" trouve, en 

vertu d'une propriété connue des suites proportionnelles et 
après réduction, 

Ax' -+- B/ -f- C«' — D ^' 

et, en multipliant les deux termes de chaque rapport res- 
pectivement par A , B et C, 

D — (Ax' -t- By' H- Cz') _ 

AV-hBV — CV— D*""^* 
En égalant ces deux dernières valeurs de fx, on obtient 

— ^ ^'^ i _ [^ ~ (^^^ -^ %' -*- ^^')î 
c? '^ 6« c* ~ A V -H B«6» — CV — D* ' 

C est réquation de la surface cherchée. 

Si la surface donnée eut été celle de Tellipsoïde 

X» w* z» 
o* 6* c* 
on aurait trouvé pour équation de Tenveloppc 
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20. Enveloppe des plans représentés par Téquation 

les paramètres variables A, B, C et D étant liés par les rela- 

A' B' C 

D»— o»"** D»- t' ■*" D«— c«"~^* 

Différentiant les trois équations précédentes par rapport 
à A, B, C; multipliant respectivement les équations résul- 
tantes par X, fA et 1 ; puis égalant à o les coefficients de dAy 
dB, dC , dD , on trouve 
A 

^^ = ^'^-*-5ïZv ••••••••• (^)' 

c 

,z=CfiH- —^-^ , (5), 



> 



Multipliant respectivement (1), (2) et (3) par A, B, C 
et additionnant, on a 

>.D = Ac (5). 

Multipliant les mêmes équations par x, y^ z, addition- 
nant et représentant ac* -h jy* -h z* par R*, il vient 
Ax Bf/ Cz 

D'où, en vertu de (5), 

Ax Bv Cî 

Enfin, élevant au carré les deux membres des mêmes 
équations (1), (2) et (3), et additionnant, il vient 

• • , A« B« C* 

;t*R* = At* -t- 1 1 a 
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D OÙ , en vertu de (4) et de (5) , 

^^-^ji^ et, par suite,, = j^. 

Substituant ces valeurs de i et de ix dans (1), (2) et (3), 
on trouve 

X __ AD 

y BD 



z CD 



R«__C« D^ — c^ 

Multipliant respectivement ces équations par a;, y, z et 

ajoutant, il vient, en vertu de Téquation (6) et de la valeur 

de X, 

X* v' ^* 

: = 1. 



R«— a* R* — 6' R*— c» 

C est Tcquation de Tenveloppe cherchée ; celle de la sur- 
face de Tonde lumineuse se propageant dans un milieu 
cristallisé. (Voir Frcsnel, Mémoires de l'Institut, voL VII.) 



CHAPITRE XVIII. 

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 



f(x) 
Soit ^-^ une fraction dont les termes sont des fonctions 
F(x) 

entières et rationnelles de x, le degré du numérateur étant 
moindre que Celui du dénominateur. 

La décomposition d'une telle fraction en fractions plus 
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simples se fait en posant d'abord F(ac) = oet déterminant 
les racines de cette équation. 

1** Si les racines sont réelles et inégales, on écrit 

f(x) ABC 

F(x) X — a X — 6 X — c ^ ' 

a, 6, c, etc. représentant les racines et A, B, C, etc., des 
constantes à déterminer. 
2® Si les racines sont réelles et égales , on pose 

f{x)_ A„ A„, A, 

F(x) (x-a)« {x-^-ay-''^ "*"x-a ^ ^' 

a étant la racine contenue n fois dans F (oc) = o et 
A,, A._4, ....Al, n constantes à déterminer. 

3* Si les racines sont imaginaires et inégales, on écrit 

f{x)__ Ax^-B CxH-D Ex-^F 

les racines conjuguées étant 

a -*- pV/— l,(y^ c^l/— >| L ^ Çl/— 1, 

a — p\/Z7, ( ^_ <y V/Zl, ( f — ^l/Z^, etc. 

et A, B, C, D, etc., des constantes à déterminer. 

4° Enfin, si les racines sont imaginaires et égales, on pose 

t\x) ^ A,x -4- B„ A,.tX-4-B,,, 

F(x) [(X — a)»-t-l3«]«"*'[(x — a)*H-p«]-* 
A| X -4- B| 

" ■"(x-a)'.p' (*>' 

les racines conjuguées et égales de F(x) = o étant par 
couples, 

et A„, B„, A^_i, B^_,, etc., des constantes à calculer. 
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Le calcul différentiel fournit ensuite, dans chaque cas, 
le moyen de déterminer les constantes. 
Dans le premier cas , 

Dans le deuxième cas, 

Dans le troisième cas, on a pour déterminer A et B l'équa- 
tion imaginaire 

A(a±pi/:3r)^B==±2^v/irT -4^^-^^*^; 

F'(a±pl/— i) 

pour déterminer C et D , 

etc. 

Dans le quatrième cas, on a, pour déterminer les con- 
stantes , le système d'équations 

/•(a ± |3 1/I:Î)= A„ (a dz p |/i:i) H- B, , 

etc., 

équations que Ton trouve en multipliant les deux mem- 
bres de l'équation (4) par F (oc), dérivant n — 1 fois de 
suite, puis remplaçant dans les équations résultantes x par 

a =b p 1/7^. 

Quand l'équation F(x) = o fournit à la fois différentes 
sortes de racines , on écrit d'abord que la fraction proposée 
est égale à la somme des fractions que l'on trouve en addi- 
tionnant ceux des seconds membres des équations (1), (2), 
(3) et (4) qui se rapportent aux diverses espèces de racines. 
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puis les constantes relatives aux racines inégales , soient 
réelles, soient iniaginaires , se calculent comme précédem- 
ment. Quant aux constantes relatives aux racines égales, 
leur détermination s'effectue de la manière suivante : 

Soit F(ar) =«= (x — a^ y (x), 

c est-à-dire, supposons que Téquation F (x)=o fournisse 
en même temps n racines égales à a et des racines d autres 
sortes. 
On écrira 

(x— a)'»^(xj (x— a)"'*"(x— a)"-*"*" **" x— a"*" * ^' 

S représentant une suite d autres fractions relatives aux 
racines inégales, puis on déterminera A^, A^_i — A, au 
moyen des équations 

/"(«) = A„ ?<a), 
r(a) = A,/(a)-f-A„_,y(a), 
r(«) = A„ /'(a) -H 2A_. /(a) ^ 2A„_, ^(a), 
etc., 

équations que Ton trouve en multipliant les deux membres 
de (5) par (x — a)"(p(x), dérivant n — 1 fois et rempla- 
çant X par à dans les équations résultantes. 
Même procédé si Ton avait 

ou si réquation F(x) = o fournissait plusieurs groupes de 
racines égales. 

Kxemple I. 



X»— Ux*-^ 26x — 24 

En posant x' — 9x*-+- 26x — 24 =rO, on trouve que cette 
équation a ses racines réelles et inégales; x = 2, x = 3 
et X = 4. 
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On écrit donc 

i2x»— 70x-^98 A 



251 



B 



C 



x» — 9x* -^ 26x — Î24 X — 2 x — 5 x — 4 ' 
et comme f{x) \ 2x* — 70x -^ 98 



r(x) 

on obtient _^ /^(2) ^ 



3x*— i8x-+-26 
12.2»— 70.2^9) 



et 



Donc 



F' (2) 3.2»— 18.2-1.26 
B==M = 4,C=m=5. 

r(3) r(4) 

i2x*— 70X-4-98 3 ^ 



= 3 



-*- 



/;P«— 9x*-h26x — 24 X— 2 x— 3 ' x — 4 
Exemple 11. 



Puisque (a; — 1)'= o donne six racines dont chacune 
est égale à l'unité , on pose 

(ac'-t-l)* A. A^_ A, 

(x — !)• ~" (a; — !)• "^ (x — 1)» "^ (x — 1)* 

A, A, A, 

■+■ H -: — H 

{x — \f {x-\f X — i 



Or, l'on a 



I /'(x)=x*-i-2x'-+-i, 
/*(x)=4x'-f-4x, 

/"(x) = d2x»-t-4, 

\/"'(x)=24x, 

/■"(x) = 24, 

/'(x) = 0. 



A.= A1) = 4, 

A.=ni)=8, 

D'où Q)^ 

' 1.2.3 ' 

A.=-&Ul, 
1.2.5.4 ' 

1.2.3.4.S 
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Donc, 

(x«-^1)»_ i 8 8 

(x — 1 )« "" (x — 1)« "*" (x-if ■*" (X - \y 

4 i 

ExeMple III. 

Gx» >♦- 25x — 9 

X* — i4x' + i07x' — 422x -*- 850 ' 

L'équation x*— 14x' h- 107x'— 422x h- 850=o fournit 
les Roupies de racines imaginaires : 

3-^5|/Z:Ï 4^31/irï 

et 

3-51/^, 4-3V/— 1. 

En conséquence, on écrit 

6x»-^2dx — 9 Ax + B CxH-D 



-i- 



X*— i4x'+107x*— 422x-f-850 (x— 3)*-t-25 (x — 4)'-t- 9 

et comme, dans lexemple actuel « 

f{x) 6x« -»- 25x — 9 

F' (x) ~ 4^^ — 42x* H- 21 4x — 422' 

d où /•(3-f- 5|/^^) _ 6i |/^=n — 6 

F'(3-f-5»/^^ 20— 30i^''^=l' 

réqualion qui sert à déterminer A et B (voir les équations 
générales du troisième cas), est 

20 — 30»/— I 
doù Ton lire, par la méthode ordinaire, 
A = — 5 et B = \. 
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On trouverait de même pour déterminer C et D, l'équation 

^ 1021/— i— 36 

D'où C = 3etD = — 1. 

On a donc 

6x'-+-25x — 9 — 3x -»- i 3x— 1 

ar*— 1 4x'h- i07x»— 422x -^ 850 ^ (x — 3)*-+- 25 "*" (x— 4)»+ 9 * 

Exemple IT. 

X (2x* - X -4> 5) ^ 

(x* H- i)' 
L'équation (x* H- l)'=o fournit deux couples de racines 
imaginaires égales, di V/ — \> 
On écrit, par conséquent, 

2x'— x*-f-5x A,x -f- B, AiX -+- B| 

(x*-f-1)» "" (x*H-i)«"*" x*-*-1 * 
Mais, ici , f{^)'= 2a;' — x* -*- 5x, 

et /''(x) = 6x*-~2xH-5. 

D'où /-(i/IlD^St/ZT + i, 

f (V/^=n") =-2 k'^^ — i. 

La première équation générale fournit donc pour déter- 
miner Aï et Bi 

3 |/^ H- i = A, i/^ + B«, 
d'où Aj = 3 et B2=1; 

et la deuxième , ♦ 

_ 2 l/:^ - i = 3 -^ ( A, y^i + B,) 2 l/^ 
d'où Ai = 2 et Bi = — i. 

Donc 

X (2x* — X -I- 5) 3x -4- i 2x — i 

(x* ^ 1)« ™(x*H- if"*" X* ^ i * 
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RxeMiile w. 



(x-^a)«(x«-*-a«) 

L'équation {x -*- a)* {x* ^ a') = o a deux racines réelles 
égales et deux imaginaires : 

-—a, —a, ^\/— a, — \/— a. 

On écrit donc 

X* Aj A| Ax -f- B 

-4- 



(x H- a)' (x* H- a*) (x H- a)* x -f- a x* -♦- a* 

Pour déterminer A, et A, on emploiera les formules rela- 
tives à réquation (S). Or , ici , 



/'(x)==2a;, (r(-«) 2a; 

( /(x) =» 2x, ( /(— a) = -^ 2a. 

Donc les formules propres à donner les constantes cher- 
chées, sont 

o* = A,.2a% 
— 2a = — Af 2a ^ A, . 2a*. 

i i 
La première fournit A- =- et la seconde, A,*= 

^ 2 2a 

Quant aux constantes A et B, on les calculera par la pre- 
mière formule générale du troisième cas et comme dans 
Texemple IIL On trouvera 



i 
A = — » B = 0. 
2a 



Par conséquent 

X» 



(x-f.a)*(x'-^a*) 2(x-*-a)« 2a (x-*- a) 2a (x*-*- a*) 
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RxeMple Tl. 



x^(x— 2)(a;*^i)* 










Le dénominateur égalé à o i 


donne 


une équation dont les 


racines sont : 










0,0,0,2,1/— i,- 


-V/: 


-îM 


-*, 


-W^^T 


Donc on écrit 










x' — 2x -^ 1 

W a;'(x— 2)(x«H-1)«"" 


A, 
x' 


A, 


X 


A 










B,a; -»- C, 



Aj, Aj et Al se déterminent comme dans l'exemple V, en 
prenant pour cp (x) le produit 

(x — 2) (x» -♦- i)* ou x" — 2x* -f- 2x' — 4x* -+- X — 2. 

On trouve , i . 3 M 

A se calcule par la formule générale du premier cas ; on 
obtient 

Pour obtenir les valeurs de Bs , C,, Bi et Ci, il serait trop 
long d'avoir recours à des formules générales. Opérons 
comme suit : 

Multiplions les deux membres de l'équation (a) par 

x^(x — 2)(x'^ 1)*; il vient 

(p) X^— 2X -f- i r= (BjX ^ C,) (x* — 2x') 

-f- (B,x^- Cl) (x«-4- l)(x*-2x»)-i. S(x«-^ ^)'(«*- 2x5), 
en posant _ Ag A, A| A 

x' X* X X — 2 
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Or, en remplaçant x par V — 1, Téquation ((3) devient 

— i/zrï— 2\/^ + \ = (b,V/^ + C,) (i -f- 21/— î)- 

D'où, facilement, 

B, = — < et C, = — i. 

Dérivant Féquation ((3) et omettant les termes qui pour 
x = v — l seraient nuls, on obtient 

(r ) 3x* — 2 = B, (x*— 2x') + (B^ -♦- C,) (4x« - 6x») 

-^ (BiX H- Cj) (x* — 2x') 2x 

et, en remplaçant x par 1^—- i, 

3 -+- 2 V/^ = — B, H- C, |/^ — 2B, J/Hï— 2C,. 
D'où „ 7 ^ 4 

On a donc, 
x' — 2x-t-i i 5 il i 



x' (x — 2) (x' -+- 1 )* 2x' 4x« 8x 40 (x — 2) 

X -f- i 7x -*- 4 



(x*-+-1)* 5(x«-f-1) 

BœeÊ^eieeê. 



x' -H (a -f- 6) X H- a6 (6 — a) (x -♦- a) (a — 6) (x -♦- 6) 
^ a(7x»— 28ax-f-24o') a 2a 4a 



x'— 7ax*-+- 14a*x — 8a' x — a x — 2a x — 4o 
i 

x'-+. (l/â-f-l/6-f-»/c)x*-+-(l/^+V^7c-f-|/6^) x-^Vd^c 
1 

"" (^^6 - i/â) (1/7- i/â) (x H- \/â) 
i 

"*" (l/â- j/6) (|/c - V/6) (x -^ V^6) 

i 

"^ (V/a _ ï/;) (ï/6 - l-'^) (x -f- V/.) 
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360a;*— 126x-Hi7 8- 15 24 



24j;»— iOx»— 3x-^i 2x — i 3x— i 4x — i 
V— i 3 4 i 



* (x -^ 2)» {x ^ 2/ (x -f- 2)* ar ^- 2 

a:»— xV/74-3 2a-*>3 3t/â ^ i 

(x^v/;)' ^(x-fV/âr (x-*-v/^)*'^(x-*-i/^r' 

(a+6x)"* (20)"* m (2a)*-* m(w— i) (2o)'";J 
' (a— tx)" "^ (a— ôx)" "*" T (a— 6x)"-* "*" 1.2 (a~6x)"-* 

H ^^ ^-î= i 6»-^—^ ; '\- etc. 

1.2.3 (a — 6x)-» 

X X X 

* X*— (a+6)x»+a5'"(6— a)(x»+a) "~(6— a) (x*-4-6)' 

2(x»H-l) 1 1 

x*4-x« + l"^/ IV 3"^/ 1\* 3* 

12x» — 7xH-2 4x — 3 2(8a; — 5) 4x— S 



9. 



10. 



4a:«+21a;'-+-21ac*-*-4 5(x' + l) 15(x*-h4) ^g/^,^!] 

<6{x*-h4) _ 4x -»- < 2x 

^**(4x»+4x-*-17)' "" 



[(x-*-l)V4j (x + i)'- 



aJ'+4x»-+-7x— 4 4(x — d) 2x 



(X» -•- <)» 


(x* + i)' (x* -»- 1)* X» + i 


x'— XH-i 


2x 1 


"(x' + x + l)' 


"(x'-i-X-Hl)' *" (X' + X+I)* 


5x«-7x 


< 1 i 2 



X*— 5x»-+-x»-*-3x— 2 (x-1)* x—i x + d X— 2 

47 



IS. 
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X* -f- ar* x* X* ac* -4- i 



x*-4-4x* — ^^x* — 4 x*H-i X* H-4 

5 6 



17. 



X-— i x^i 

i i i 



(x« — I)'"" 8(x-^i)' iG(x-f-i)« 16(x-f-i) 
1 1 1 

"^ 8(x— If "^ 16(x — i)»""" 16(x — 1) 

i i i i i 

18.-— — r:=-n;-T7— t:^ 



19. 



x«(x*-1) X* 4(x-+-1) 4(x — 1) 2(1-+-x») 

x*-t-1 1 1x-f-4 



X* -+- X* X* X* X* -4- 1 

X* 

20. 



21. 



x* -+- [a -^ 26) X* -4- 6 (2a -♦- 6) x -♦- «6* (a — 6)* (a 4- x) 
6« 6*— 2qb 

■*" (a-6)(6-+-x)»'*' (a — 6)*(6-4.x)' 

1 112 1 



22. 



flr»(1 — x)«(1-^x) x' X* X 2(1 — x)* 

7 i__ 

"*" 4(1— x) 4 (1 -+- x) 

4x*(x* — x« — 1)^ 1 1 



x*^-2x* — X* — 2x' -♦- 1 x*-f-x-f-1 X* — x-*-1 

1 1 

-H 



x' 11 

23. 



x«-.2x»^x* + x« — 2x-h1 2(x-~1)V 2(x — 1) 



X (l -f- )/^2) X (l ~ 1^2) 



4 {x^—xV^ -+- 1) 4 (x'-+-xl'^2 -h 



24. 



Î25. 
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lix*— 2ar*— -5x-*-i i i 

X*— x^-HDX*— 4x'4-3a:--i (x*— x-*- I)* x* — x-t-1 

2 2 

H z: • 

(2x-^l)V/5 — 5 . (âx-f-Ilk'S-^S 
53jc3 — lOx* — 12lap* ^ i97x — 287 2x — 1 



20. 



(x» — 5x H- 8)» (x* -\- 7) (x* — 5x H- 8)» 

X -♦- 5 X 

_^ 4. — - — . 

X* — 5x -4- 8 X* -♦- 7 

X 



a -4- 6x' 
On a 



X X 

b T 



a-^ba? a , R' -♦- x' 
— -+- x' 
6 



en faisant 



v!-) 



L'équation R' -+- x* = a une racine réelle — R et deux 
racines imaginaires — di — ï^ — 3. D où Ion trouve facile- 



X 


i 


X -t-R 


a-*- ôx* 


~ 36R(XH.H) ^ 


3fcB(a;''— Rx + R») 


a:» 
27. — — — 






On a 


X* X* 




X* 

a -f- 5x* 


b b 

a , "^^ R* -+- X* 


en faisant \/ 7 = " 


et 


X* 


X 


a 


-4-6x» 2<.RV^2(x' 


'— RxV/2 + R') 






X 



26RI/2 (x» -♦- Rx 1/2 4- R») 
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o-»- bar 
On a 

0:^^^=^^== ^^renreprésentanl\/^par R j , 

et Ton sait que les racines de Téqualion R* -f- x' =- o peu- 
vent se tirer de l'expression 

x = Rcos^ —^doRV—i sm' — -^» 

5 5 

en faisant successivement dans cette expression A=0, 1,2. 
On trouve ainsi pour racines 
x = — R, 



X = R cos -- =fc R |/— i sin - j 
5 

a; = Rcos— dzR K •— i sin— » 
5 5 

et, en suivant les procédés ordinaires, 

2xcos 2R cos — 

x' i 5 5 



a -♦- 6x* 



2x cos h 2R cos -- 

5 

56R f x' — 2Rx cos -^-i- R«) 



I 

29. 



a -I- 6x' -f- ex* 
On a 



i 



a H- 6x' -4- ex* a 6 , . 
- -f- - x' -f- X* 
c c 
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el l équation x* -f- - x' -♦- - = o 

c c 

i 



fournit x* = dt — |/6* — 4crc. 

2c 2c 



Cela posé, si Vb* — 4ac est > o, 

on posera 1^6* — 4ac =: M 

'^ 2c 2c 

et — + — k"6»T-4ac = N. 

2c 2c 

et, par suite, 

1 

c Ax-i-B Cx-f-D 



a 6 , . x*-f-M x*-i-N 
- -H - x' -4- X* 
c c 

ce qui fournira, parle procédé employé dans le troisième cas, 

i i 4 

a + 6x*-f-cx*"~c(N — M) (x* -i- M) "*" c (M — N) (x* 4- N) * 



Si , au contraire , on a \/6* — 4ac < o , on opérera comme 
suit : 
i £ 1 

ce c 



a b . ^ c ^ /a * R*— 2RVcosa-*-x* 

ce a y c ^Vac 



en représentant 

V/ - par R et 



^ ■ 2l/ac 



par — ces a. 



Or, lequalion x* — 2RV cosa h- R* = o fournit pour 
facteurs du deuxième degré 



X* ± 2Rx ces - -^ R« 



mi EXERCICES MÉTHODIQUES 

et, par conséquent, Ton posera 

c Ax -4- B Cx -f- D 



- -+- - X* -4- X* x'— 2Rxcos--*- R* xV 2Rxcos~ -t-R* 
ce 2 2 

Le procédé ordinaire donnera alors 



a 



R sin a — X sin - 
i 2 



tt -♦- 6x* -♦- cx* 



2cR'sina fx*— 8RXC0S- -f- RM. 

_ . .a 

R Sin a 4- X sin - 

2 



2cR'sina f x*-f. 2Rx co»- -«-RM 



X 

30. , n étant pair. 

Les racines de x" — 1 = o sont fournies par I équation 

X = ces — dt V — i sin [k = 0,1,2... etc.), 

ou, pour abréger, par 

X = ces ke dtz i^— i sin ke^ 

en faisant — a=d. 
n 

n 
Pour 4 = et A = — , on obtient x = 1 et x= — 1 ; ce 

sont les racines réelles de 1 équation x'* — 1 ==o. Les autres 
racines, toutes imaginaires, se trouvent en faisant succès- 

w 
sivenïcnt fc = 1,2,3... 1. 

2 



On posera donc 

—"^^ A B ^'r Cx-»-D " I 

X'* — i~"x— 1 x-t-l ^* Lx* — 2xcosAo^lJ' 
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en représentant par 2 ^ somme des couples de racines 
imaginaires correspondantes aux valeurs fc = i, 2, 3 . i. 

JL 

Le procédé ordinaire fournira ensuite 

a:*""* i\ i (— 1)"* ^* rxcosfcmo— cos(m— l)A:e"|j 

x" — i n(a: — 4 x-t-l ^* L x*— 2xcosfco-4-1 J^ 

Si n est impair^ on trouve de la même manière 

x*~* i) 1 * rxcosfcmo — cos(m — i)fcn| 

x" — 1 n/x — i ^* L X* — 2xcosfcO-hi J^ 
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